Seon^atfc @ul«8 

t>oüfldnt>töe Anleitung 

8»t 

$ l g e J r a. 



dritter SE&eil, 

entljaltenb 

Me Suf&fce »ön 6e la ®tange, 

auö bem ^anj&j\fdf)en uberfqt, unb mit SvlÄuterungen 
unb einigen bal;in einfdjlagenben Slbfyanbtungen 
begleitet/ 

oon 

#ofrot(j ^aufjler, 

©out>erneur ber ^erjogltcb ; ©irtembergifcben 
Gbelfnaben, 



^tanffurt am SDfatn, 
bei Siobajin ©etrg gleiftber 179^ 



✓1 
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te 0eometer De$ porigen 3af>rfjunDert$ 



fja&ett ftcfj fefjr oiel mit Der unDeffimmten 
Slnalpti!, roeldje gemäljnlid) £)iopljanteifd)e 
Slnalpfiä genannt roirD, Defdjdftiget ; Sl&er 



gleicftmol mären $3acf)et unD $ermatiu$ 



Die einjigen, Die Den ©iopfmnteifcfjcn <£rftn* 

f *» '• \ ^ 

Dungen neue Deigefügt fjaDen* : • 



£)em erfleren perDanfen mir eine ooll* 

1 i , t , * 

tfanDige SftetljpDe $ur §(ufI6fung aller unDe* 

•Pi* • '•*, > . ' . j i j ■ k j 

fiimmten 0leid)ungen De3, erjien 0raDD in 
" f • ■ * 2 ganzen 
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93 o x x e i> c, 



ganzen B<*feH a> Jtwite iff t>er <£rjtn* 
Der einiger SttetfjoDen jur Oiuflofung Der um 
bejiimmten ©leidjungen Don fjofjeren ©ra* 
Den, <rtß Dem jmeiten b), foDatm eineß befon* 
Dern ^etDeifeß, Dajj Die 0umme ober Der 
Unterfcf)ieb jroeier SMquäbrate niemals ei» 
jQuabrat werben fßmte c), ferner mehrerer 

fcf)we* 

a) -Btan f fyt unten baß britte Kapitel. Uw 

brigenß tffc l;ier ntd^t bte 3Rebe non feinem 

(Kommentar über ben jöiopb«nt, rocil biefcß 

an fid) nortvefltd;e %8etf leine neue (Srftn* 

bungen entl;5tt* 

* • » 

b) <5ö fi'nb eben biejenigen, bte im achten, ttemt* 

ten ünb jei;nten Kapitel beß Sulcrt» 
fdjen 58erfß abgebanbelt ft'nb. SS t Ui 
bat fie auö ben oerfebiebenen (Schriften beß 
^erntatiuß gefamntclt, unb in ber nein 
en 2luffoge beß ©iopbant, ben ^erma* 
tiuß ber jüngere t>or{;cr fdjon l;eraußgege* 
ben l;atte, befannt gemadjt. 

c) 2>iefe S0iet(;obc fte^t im breijebnten Äapitet 
beß (Suterifcben SEBerlß, £)ie@rnnb« 

.. . . i ** f% 
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v 



fdjmeijren Probleme unb enblidj bcrfqjtebner 
£efjrfa*|e über bie ganzen Sälen , &u betten aber 
bte SBemetfe meiftend erjt i>6n (guter mbert 
5>eter$6, Komment, gegeben worben ftnb d), 

’ ‘ v • •*> • f*/* j* * 



JDiejer Sfjeil ber Dlndlpjtd würbe ttt ttrt* 
ferm 3af)rfjunbert beinahe ganj bernacf)tdftu 

; &hi .f 

get, unb, fo biel td) we$, tfl Guler ber 

;Tj&> 

* 3 * W W' 

• : :r,{ 



fct|c berfdben befinbcn fldj in ber Stntner* 
fung be$ 5 ermat * u ^ na( b ^er XXVI. 
Stufgabe be£ VI. 9Sud;ö ®io^antö.' ; '• • 



d) ®ic Probleme unb 2e^rfd§e , bon. betten 
hier bte Diebe ijl, fielen äerjtreut in ben 
StnmerEungen be$ ^ermatiuS gu ben 
&iopbanteifdjen Stufgaben in ‘SBrie* 
fen, bie in bem ^ßerfe: Opern Mathe- 
matica &c, entsaften ftnb ; unb enblidj 
im 2 tcn 93anbc ber ?£Berfe beö 9ß> alt t Ö« 
SOlan ffnbet aud> in ben 9$ert. 2)enEfrf;riften 
t>. S* 1770 bie 93eweife einiger Sei;« 
fäfe biefcö ©djriftfietferö , bte blöder ttcdf» 
utdfjt erliefen worben waren« 



/ 



1 
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58 o .r t e d e. 
etnjtge, der darin etn>a$ geleitet fjat. $(ber 

.* . * ... i”' .'***'.' 

die dielen unb fronen Erfindungen biefcS 
groffen ©eometerp (>aben un$ jurn £{>eil 
toieder fcf)abIo$ gehalten. &ie Petersburger 
Eommentare find doU don den Erfindungen 
diefeö berühmten Cannes, und die giebfjaber 
der ©iopfjanteifcfjcn StnaipfiS fonnen bartnn 
dtele nü«e £e^rfa|e finden. Mein bei 
«Hem diefem mangelte es biSljer an einem 

f, 

5öerfe, toorinn diefe SSiffenfdjaft metfjobifdj 
defjandeft ifi, und too die dor$ugfid)ffen Regeln 
für bie.^ufiofung der unbeftimmten ©leicf)um 
gen deutlich dorgetragen toerben. 

t.f *• « •* • •• • * '• 

. ... ..i...... ..... . . 

S* J ii" ■ *1 i . • ' ' • - 

06 nun aber gteicfj ba$ Eulerifc^e 
SÖerf diefem gedoppelten gtoeebe entfprie^t, 
fo fjab iä) benno#, um baffeibe no# dofc 
fianbiger ju machen, einige Sufdpe beijufu* 
gen für notfjig erachtet, moruber ief) midj 
no<$ furjlic^ erklären rnitt. 

Sie 
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o t t t d e* vn 

©te Xljeorte der fortlaufende» &cü<(je, 
ift $war ungemein nü$lidj in der SKecljenfunfi, 
indem manche Probleme, die auf jedem andern 
SSeg oft unaufltöbbar waren* fiel) durdj die* 
felde fefjr leicht auflbfen laffen. 215er nodj 
totrf)tigere ©teufte leijtet fie bei 2iuflbfung 
derjenigen undefiimmten Probleme, wo nur 
ganje Sälen oerlangt werden. Und dtf war 
der 0rund, warum icf) dtefe Xf>eorie (»er oor* 

getragen (jabe, welche i# übrigens fo auSein* 

. » 

ander $u fe|en bemühet war, dajj fie leicht oer* 
fanden werden bann, ©a fie in den meifte» 
Se^rbüc^eru der 2lritfjmetif und 2llgebra fefjlt, 
fo ift fie den ©eometern wenig befannt, 

u'j' hierauf gebe iclj neue 2lmoendungen 

• 

diefer XOeorie. ; t beftimme die fDimtma», 
weldje bei ttttbeftimmtc» Formeln mit jwei 
unbefannten öMffen , befouderS bei denen 
oon der j weitm£)rdnung,, ftatfcjfnden fbnneiv 

und 

i 

V 
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via 58 ft 1 1 e ft cv 

önb beibeife itt a&ftcftt auf öiefc ledere metb 

ttntröige @%, bie noch nicht begannt toaren, 

ober bie mfyt nicht allgemein unb bireft be* 

% 

«riefen rnorben ftnb. aSorjuglicft wirb man im 
brttten Kapitel eine befonbre Sftetfjobe ftnben, 
bie tariflichen SÖurjeln ber (Gleichungen be$ 
jmeiten ©ttobö in fcrtlaufenbe Brüche $u bet* 
h>anbeln, unb tbeitet unten einen ffrengen 
93 emeth, bah biefe Brüche nothmenbig imme* 
pertobifdj fepn muffen. ^ 

Sie übrigen Bufdfje betreffen bie Sluftö* 
fung ber unbefrimmten ©leicftungen. 58 a cf) et 
hatte im 3afjr 1624 eine bollftdnbige gfeftö* 
fung ber unbeflimmten ©Eichungen bom erjten 
©rab gegeben* £)ie Qluffftfung ber ©leicftungen 
born^merien ©rabe erfeftten er ff im 34t 1769 
tti ben £)enffchriften bet berliner Slfabemie 
ber ^Öiffenfeftaften* ‘Man gibt fie hier ber* 
«infacht-unb fö allgemein, bafj-hierrim nicht« 
Cm mehr 
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&ort;e$fc ix 

mefjr j« münfd)en übrig bleibt. S8aS aber 
t>ie unbeflimntten ©leidmngen. Don lj6f>eren 
©raben, als Der $meite, anbetrift, fo fjat matt 
nur befonbere 3fletfjobcn für einige einzelne 
$a'lle, unb e$ ijt ju bermutljen, baj? bie atlge* 
meine SHuflbfung berfelben eben fo unmöglich ift, 
als bie 9lufl6fung beseitigen beffimmten ©lei* 
({jungen, bie über ben Vierten ©rab (leigen. 



©nblicf) entsaft ba$ lejte Kapitel Unter* 
fucf)ungen über biejenigen $unftionen, welche 
bie ©gcnfdjaft fjabett, baß baS ^robuft 
jmeier ober mehrerer berfelben jeber einzelnen 
ebenfalls aljnlidj roirb. SJldn ftnt>et barinn 
eine allgemeine SOtetfjobe jur 23e(iintmung 
biefer $unftionen, beren Stuben ic{j bei 
mehreren unbefltmmten Problemen, bie burcf) 
bie bisher befannten SÜtetfjoben nicf)t aufge» 
(6ft merben bbmten, beutliclj gezeigt fjabe. 




•' Ci 
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x: ; «BOO'jtvt.e f> t. 

£)ifj ftnb ölfo t>ie totjüglicf^en ©e$en* 
fianbe tiefer Bufa^e, bie icf) leicht ijdtte noefj 
mefjr erweitern ? innen/ wenn ttfj nicfyt 6e* 
fürchtet Ijdtte, aUjüweitiduftg ju werben. 3$ 
wünfd)e, baß bie barinn abgefjanbelten Sföate* 
rkn bie Siufmerffamfeit ber ©eometer v>ert>ie= 
nen , unb ifj re £tebe ju einem £fjeil ber 2(nalp* 
tif roieber aufwetfen mSaen, ber e$ wurbig tf!, 
baß fie ißren 0djarfftnn an bemfelben üben. 




SBombe 

\ ■* 
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$8 o t r c 6 e 

i«r 

\ ■ , t i ; . 

Ue&etfetäung. 

i *' * * , • y. v . 

' ♦,«**». . * ,** 

' • * v * * * • . , -» » 

an i56ergt6t fjier ben £ie6()a6ern berSfna* 
bie He&erfefcung berjentgen 3ufa$ey roo* 
mit be la ©rouge ba$ ©uJertfdje 3Öerf 
tfber t>te Slfgcbra bereicherte« @ic machen 
*$leichfam ben drittelt Xöeil biefeö 6er uhm* 
ten £efjrbuch3 ««6, unb ftnb fo rcicf» im irt* 
Herein ©e^ölte, baf, fo oortrefltch auc^ Ote 
(Eulertfche Slnalpttf att unb für fich fepn 
mag, biefef&e bcmtoch, ofjne jene 3uf%/ 
äufferjf uiiboHjla'nbtg 6lei6t« Um fo mefjr 

iß 
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xtr £*ombe sut Ueberfefcung. 
tji c$ ba^er ju berrounbeito, bajj no(fj feine 
t>cutfcf)e Sfuö^abe beö (gulerifdjen £8erf$ 
mit btefeit foflbaren SSermefjrungen gegiert 
tuorben iji. 

Um aber ben 33e|t|ern bet <£ulerif<$eit 
Silgebra nicht doppelte hofiert $u berutfachen, 
habe ich,anjfatt eine neue boüjfdnbigeShßgabe 
biefeS 5Öerfö ju beeanjfalten, jene 3ufa|e 
bon be la ©tauge aß ein eigenem 3Öerf, 
aß einen Stnijang ober brittert Sfjril bon 
jenem (jeratßgegeben , bet jmar abgefonbett 
gelefeit merben fann> aber gfeichmol auf bte 
fdjon bfterö angeführte Stfgebra einen unmit* 
telbaren S3e$ug hat, ja beffed Mangel fogat 
tiefe lejtere ganj unboflftanbig macht, Unb 
ittttt noch ein paar SÖorte bon bet Uebet* 
fe|ung felbji. \ . S ■■■:•* s, • 

.. J • *• , ' * 4 * "»? 

. . . • t 

©af 
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SBomfce aur Uehcrfehung. xm 
©afj ich alles SD?6gliche angewanbt &a&.e* 
t>ie @d|e mit ifjren Söeroeifen richtig uiit) 
Deutlich au^ubrücfen , oerfteljt ftch oon felbj?. 
SEBo aber bei t>ett 6fter^ fe(jt t>ern>tcfelteit 
©chlüffen , unb bei beit manchmal duffa®. 
fpj jufarameit gezogenen ^Rechnungen ■ <&* 
Iduterungen unb (SntmicMungen nöt^ig fchiffy 
nen, ba fja& ich folcfje in beit unteit beige* 
fügten SRoten, an einigen ber fchwerflett 
©teilen angebracht, ©och, &a baö S5uchw£. 
für bie er(ien Anfänger getrieben fepn fontf*- 
fo bin ich mit benfelbett fo fparfam, al$ ntog* 
lieh, gemefen, um nicht überflüjjig weitläufig-,*#; 

werben. . f . 

■ * - • 

/ ' m 

' ** .. ■ &; •: 'v 

^nblich Ija&e Ich eS gewagt, btefer Ue* 
berfejung einige Heine $lbfjanblungen beiju* 
fügen, bie fid) ebenfalS auf ba$ (Eulerifche 
SÖerf bejiefjen, unb bie ich fc^on tor meh= 
reren fahren oerfertiget fja&e, noch ehe icf> 
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xiv SBbmbe m tte&eufefcnng. 
t>te Bufüje be$ t>c la ©ränge, mit benen jte 
übrigen^ nic^tö gemein Ijaben, feunen lernte. 

SDie eirffc berjelben iff ein »ollftanbigee 
Bemeifi be$ Binomifchen £el)rfa$e$, ber, nacfj 
ber Siet, mie er gefüfjrt ijl, bietleicfjt nicht f 
ganj überfUiffig fei>n bürfte. 

JDie jmeite enthalt eine 2Ü?etfjobe, bie 
feiler ber Bolen ju fwben, «nb bie britte 
nnb übrigen mehrere SSuflbfungen merfmür* 
btger Probleme au$ ber unbejftmmten 5lna* 
Iptic nebjt Betrachtungen über ba$ Problem 
— ~ $u einer ganzen Bol ju machen, mel- 
che$ ich ollgemein auftulbfen lehrte. 










'<fy 



& 
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SBom&e aut Uefeetfefcung, xv 
'• - <E$ tfl $war gewagt, in tiefer SBijieh* 
fcf)aft nad) einem (Euler unt> fce ia ©ränge 
aufjutretten; aüeitt aucf) fjier ia'jjt ji idj t>ie(* 
leicht mit (a Fontaine fagen; 

' ■ •* '• ,J ■ ■ v\ 

Mais ce champ ne fe peut tellemenl 

moiflonner 

•> - A * 

Que les derniers venus n’y trouvent ä 



glaner. 







S3er» 
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SBetTreffetungeit. 



€>. 17 >3» 2 anfiatt £>enf würbigbeitcn lefe 3 en£< 

. > . fünften 

23 *' 19 's äfynlkt) 1. äfynltcfye 
. • 34 20 . ttor I. für 

37 a6 * weniger einfachen t. einfache* 

• r--"r 'teil 

39 25 5 == ober L ober == 

53 { 4 * forlgufenben I». fortiaufenbeti 

7 6 : 4 t wenn l. wann 

144 26 S A u — I» A ll =: 

; .222 3 s in plus ober minus ,U bi» 

ja^t ober oerneint 



ferner überall, wo ®enlwürbig!eiten flebt, lefe 
man £)enSfd)riften, unb im achten Kapitel anfiatt 
in plus ober in minus muß eö Reißen bejaht ober 
verneint. 
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@r(lc 6 Kapitel. • 

SSon l>eit fortlaufende» Snicfiett* • ■ ■ 

»/; . 

( F raäiones continuae. ) 

:a ’iu^ 



© 



§. I* 



sy. bfe £l;eorie bet fortlaufenben 5$rudje gew&fyn* 
Tid; ttt ben £el;tbucf>etn ber 2ltttfymeti£ uttb 



5llgebra fel;lt, trab bafyer ben ©eometern wenig btt 
fattnt ift ; fo wirb cd um fo mef;r bet UJtülje wertfy 
fet>n, gegenwärtige J-frif&fe mit einer furgen 2ü;eotie 
berfelben angufaugen, alö wir in ber ^Ige bfterd 
Öebraud) batoon machen werben» Ueberl;aupt wirb 
ber 9tame fortlaufenber $8rud) jebetn 2luö# 
bru£ gegeben, ber in ber ©ejlalt 



öf-f-b 

/3+c 

■y+d 




*•*» »* ’i »*I 



enthalten ifl, wo bie ©r&ffen u, ß, y, J'&c. unb bs, 
c, d &c. gange bejahte ober berneinte Sollen ftnb, 
5Bir betrachten aber in gegenwärtiger 9tbl;anblung 
nur Hcjcnigen, bei welken bte^aler b,c, d &c. bet 
HI.Cb«U '<£iw 
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• I. Äcipitel. ... 

®iul;ctt gletd) jtnb, unb bereit allgemeiner 9lußbruE 
alfo 

ec -f- I 

ß + 1 

y + j[ 

$ -f- &c. 

1(1; wo üCvrfgcnö «, ß, y, J &c. jebe bejahte ober 
»erneintc $al »orjtcUcn Eontten; betm mir He unter 
unter festerer ©ejlalt enthaltenen $5rücf)c fomnien in 
ber SJlnwenbnng votvf fidf> Vor, inbeß btc crftcrcit bet 
ual;e gar nid;t gebraucht werben. 

§. 2 . , 

SJrounEer ifl, fö Hel tef) weif?, ber ©rflc, ber 
He fortlaufcnben $8rüd)c erbacht hat. Derjenige ijl 
beEannt, burdj ben er baß iBerbdltniß beß um eineu 
$irEcl befdjriebcuen Quabratß jur girEclflddje auß? 
brüEte, unb ber 

i + l 

2+9 

i ■ ' 1 

2 + 25 

2 +/ &c. 

tff. SKatt weiff aber bie SJtethobc nid)t, beten er 
(ich babei bebiente. Stur einige wenige , Hefen ®& 
genftanb betreffenbe, Uitterfttchungen ftitben ftd? in 
ber arithmetica infinitorum, worimt 5Balliß 
auf eine jwar jmnreidje, aber fehr inbircEte 9lrt, bte 
Uebereinfümmung "beß 55rounEerifd)cn SlußbruEß mit 

bem feinigen, welcher, wie beEannt, 3 * 3*5»5*7*7«** 

2 * ij.» 6» 6. 8>» 

ift, beweifet» , 

*' '* Uebetis 
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SSott t>en fortlaufenden SSrüc^en. 3 

r 

Ue&erbtß gibt et eine SOtetbobe an , alle Ölrtett 
non fortlaufenben SSruchen auf gewbbnticbe 
ju bringen. (£S fcf>cint aber, als ob weber ber eine, 
nod) ber anbere bivfet berühmten ©eometer etwas 
non ben norjügltcbßett (gigenfcbaßcn unb bem großen 
Stufen berfelben gewußt f)abe. SBeiter unten wer« 
ben wir febeit, baß ber Dtufym l}iebon norjfcglich 
bem u 9 ge n S gebut;re. 

• t 

§♦ 3» < 

SJtan gerÄtl; immer feb>r natürlich auf folc^e fort» 
laufenbe 53rürf)e , fo oft gebrochene ober irrationale 
©r&flen in >$fllen auSgebruft werben follety Um biß 
ju jeigen, wollen wir annehmen, eö fet) 6er 5Bertb 
irgenb einer gegebenen ©r&jfe a ju fuchen, welche aber 
nicht burch eine ganje |$al auSgebruft iß. 2)er ein« 
fachfte ßBeg iffc nun biefer, baß man biejenige gane 
je »jal fucht, welche bem SSerth bon a am n&h 
ßen fommt,unb non biefem nur um einen QSruch 
unterfchieben iß, ber fleiner, als bie Sinl;eit iß, 
SMefe »Jal fei? «; fo wirb alfo a — « biefem 
SJruch gleich fepn, ber fleiner als bie (ginbett iß, 

i 

<gS muß demnach binwieberum griffet als 

a — et 
1 

bie (ginbeit fenn. (5S fet? bal;er — — — = b, uni 

a — ec 

ba alfo b griffet alö bie (ginbeit iß, fo wirb auf 8 
neue wieberum eine ganje $al ß gcfurf>t werben f&n# 
nen, bie bem Söertb b am nächßen f ommt. <5s iß 
bal;er auch b — ß einem 93rucf)e gleich , ber fleiner 

al$ bie (Einheit iß; mithin muß 1 griffet als bie 

• d — ß 

5)1 a Einheit 



I 
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4 ' • - I- Ätopttcl. . * 

£tnfic;t fett. Dicfer 5Bcrtf> ^eiffc c. .Damit mm c 
gcfuttben werbe, fud;c matt gleidtfalte btejenige ganje 
y, bie c am -nt^d;flca fomrnt; eö muß alfo wies 

herum c — -y ? (einer , uub mitl/tt, attd; _i — fl' 



C-y 



gr&ffct a(ß bic ßriufyeit fct)it, tu f. w. Stuf biefe 9 (vt 
erhellet alfo, wie bev ££ertfy toott a nad; imb ttad) 31t 
erforfdjen fet), unb biefer $we£ muf fefir tcidjt ntiV 
fdjncü erveicfyt wevbett, ba matt ttid^iö alö gange ßm 
len t;icgu gebraust, beren jebe ftd; bem gefuchten 
Sißevtl;, fo t>icC aiö tubglid», udfycvt. 



Da aber 1_== b, fo ifl a — « — 1 unb 

? + ... a —« b 

a =«4— • ferner, ba. __L_=c, fo ifl and) 

■ • b b—ß 

b~ß+ — , unb eben fo au* c — y + JL & c . 
c ’ d 

3Benn man affo biefe ‘»Berthe nad; atnb naefy fubft^ 
fuirt, fb ergibt ftc^ 

* jr a = * + _L 



— « 4* 



ß + - 



CC 4 * 



ß 4- 1 ~ 
y 4 - 1 



unb überhaupt 
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SSon ben fortfaufcnbcn 23rucfjett. 5 

x > 1 

? a = « + 1 

ß + i 

7 + 1 

«j'-f &c. 

(Sö wirb liiert uberflufjtg fcpn, f;ier ju betnerfen, 
baf? jebc ber , 3 afcn «, ß, y &c. welche, wie wir ge# 
fefyen l>rbe« , biejettigen gattjen Sßertfye Vorteilen, 
welche ben(Sr&ffcn a, b, c &c. am n<Sd)flcn {ommetv 
auf jwei verfd)icbcnc 2 frtcn genommen werben { 6 nnc, 
tnbemfur ben ganjen 2 ßcrtl; , ber einer gegebenen 
(Stoffe am nddjffen fotmnt, fowof bie eine afö bie an# 
„bere ber jwei ganzen ^alcn gewagt werben fanu, 
gwifd;cn weldje biefclbc füneinfdfft. ^nbeffen wirb 
bod) ein wefentfidE)cr Unterfdbieb jwifcfjen biefen bei# 
ben Qfrteu, bie ndcbflen 5 öertf)e ju nehmen, in 2 lbfi’d)t 
auf ben barauö cntfpringciibcn fortfaufenben 55rud), 
flatt ftnbctt. ®enn werben immer bie nddjfl {feine# 
ten 3 Bcrtf)e genommen , fo fmb bie Kenner ß, y, 8 
Scc. alle bejaht. 5;m (Segcntl;cif werben biefe affe ber# 
neint, wenn man bie ttdcfjfi grbffcrcn ^Bcrtfje nimmt; 
nimmt man aber halb bte {feineren, batb bie gr&ffern, 
fo fmb biefefben bafb bejaljt, bafb verneint» 

3 « ber £fjat, wenn a {feiner afö a ift, fo wirb 
a — ot eine bejahte (Srbffe fet>n, mithin b ebenfalls, 
fo wie aud) ß. «ber « gr&ffer afö a, fo wirb a — «, 
f> wie aud) b anb ß berneint. @ben fo, wenn /3 {fei# 
ner afö b ift, fo wirb b — ß fowof, af$ auef) c, unb 
fofgfid) and) y, jeberjeit bcjaf;t fepn. Sft «ber ß 
grbffcr afö b, fo muß b — ß, unb fofgfidE) audjc unb 
7 verneint werben, u. f. w. 

21 3 $Bcnn 
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©etttt aber in ber Jriae son rcrncmetiben ©rbf* 
fcn tic 3Rebe i|l, fo serfiebe üb unter ttcineren fcübe, 
bic, bejaht genommen, grouer waren. 9iühtß beito 
weniger aber wirb eß fyte unb ba ber Jall feon, ©rbf 
fen bloß in jRüfftd^t auf ihren abfelaten 5Sertb mit 
eittanber ju bcrglcicbcn ; bann aber werben wtr mp 
her erinnern, baß ton ben ^eü^en abftrabirt werben 
muffe. 

ifb auch noch $n bewerfen, baf, tremt unter 
ben ©rbffen b, c, <i &c. eine gefunben wirb, welche 
einer ganjen ßzt gleich ift , atßbann ber fortlantenbe 
?8ruch ^ier aufbbre, weü auch Hefe ©rbffir beibebak 
ten werben fann. ©ß fcn j. c eine ganje 3al, 
fo wirb ber fbrtlaufenbe 'fBrudb , ber ben ^Scrtb ton 
a aubbrüft, fblgenbcr fron, 
a = a + i 

3 + * 

c 

3n ber Zfpt erhellet, baß y-c genommen wer« 
ben muffe, biß gäbe d= — — ; — ■— = </>, folglich 

C — y o 

S = <s>. ©ß wire alfo 
a = et -f I 

3+i 

7 + * 

er 

wo bte folgenben ©lieber gegen bic uncnbfiche ©rbffe 
00 öerfchwinben; aber -+ = o, folglich erhalt man 
bloß a = cc + i 

3 + i 

C liefet 
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liefet $aU wirb ftdf) jebcömal ereignen, fo oft tnc 
■ ©reffe a commenfurabet ift, baö ift, fo oft ftc burdj 
einen rationalen $3rud> auögebruft tft. 5Bcnn aber 
a eine irrationale ober tranScenbente ©rbffc oorfiellt, 
fo voirb ber fortlaufentc ^Brud), ol)ne irgendwo abju* 
brechen , uotljwenbig inö Unendliche fort«cl;cn. 



§♦ 4 * 

^JjBir wollen annehmen, bie ©r&ffc a fet) ein ge* 

A - 

w&hnlid;er SSrucfy ^ , wo A unb B gegebene 

fcorftcllen. Jjier ift nun Har, baß bie gange > 3 at 

welche fid) bem 58crtf;e ~ am meiften netyert, ber 

B 



Quotient fet>n muffe, ben man erl^lt, wenn A burdj 
B bioibirt wirb. $Bcnn alfo bie .Dioifton auf bie ge* 
w6i}nlic()e 2lrt i>errid)tct worben, unb « ber Quotient 

unb + C ber Ueberreft ift, fo wirb ^ — « == ^ 
B B B 

unb bemnad^ b = q fcpn *). Sftmt fe^ wieberum 

ß ber jenige ^ßertl; in ganjen $alen, ber bem 93rudj 

13 

^ am nad?ften fommt, unb ben man mithin eben* 

21 4 fallö 



*) 9temll(b wenn A mit B blolbfrt a gibt, unb Cbet 

D 

Ueberreft Ifl, fo muß A=B* + C, mitbin -r- — 

A 

C A C 

« + — unbba^er- « = — fetm; aber 

B ‘ B ' 

b r 

B B 
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faffö bnrdf> bic ©ibifton »on C ut B fi’nbct , D aber 
ber Ueberreft; fo röirb matt auf eine <U;nfid)c 2frt 

b — ß = 5 uu^ofättef) c= g ermatten. SJfan 

biirbirc ferner C burd) D , fo wirb ber Quotient y 
fct)tv rnf.w.: 1 werair$ äffo fofgenbe fefyr einfache 5Kcs 
gef , jeben $3rud) in einen fortlaufcnbcn ?övudt> ju 
berwanbefn, ftcrgclcttet werben f amt ; 

■;p »:h fis* y ]•. " j': - > " 

, ■ j.Spfcm bibibire., jficrfl ben Etiler beö gegebenen 
S3rudjs burd) feinen Stenncr , ttnb Ijeiffc bett Quo# 
. licnten oj; «tan fitribirc ferner bett Siemter burd) 
ben Heberveft, unb feiffe ben Quotienten ß; man 
biüibtrc fobamt ben cvftcn Uebcrrejl burd) bcu jwet# 
tcu> ttttb l)ciffe bett Quotienten y, uttb fo fal;rc man 
fort, immer, ben borfcjten tleberrcft burd) bett fejtc# 
-> ren jtt bioibivon, biö mau ettbiid) auf eine £aI fomrnt, 
wo cd feinett ileberreff mehr gibt, (wc(d)e$ notl)# 
wenbig gcfd)cj)cn muff, weif alle Ucberrefle ganje 
paU’tt : fatb , bic ,je mehr unb mcl;r abnef;mcn) $ fo 
wirb matt bcu fortfaufenben $3rud) 

^* + 1 -j 

. • • ß + i 

•v.t ' y + ,i 

-f- &c* 

erbdftett, ber bem gegebenen 33rudje gfeid) ijf* 



©efejt, eö fet) beriBrud) r f-fy in einen fbrtfaus 
fcntcn $u öerwanbefn ; fo bibibirc matt affo 1103 
burd) g87, worauö ber Quotient 1 unb Uebcrrefl 
2x6 cntjfniitgt, 3 ftun bibibire man 887 burdj 216, 

wcfdjeö 
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* 

meldtcS ben Quotienten 4 unb Uebcrreft 23 gibt. 
' ferner 216 burdj 23 bioibivt, gibt jutn Qnotien? 
ten 9, uttb jtftn Ucbcrreft 9 ; 23 burd) 9 bitoibirt 

311m .Quotienten 2 önb Uebcrrefb 5 ; 9 bttrd) 5 bi* 
ribirt gibt jam Quotienten 1 unb 3 um Ueberreft 4. 
©obattn 5 mit 4 bioibirt gibt 311m Quotienten 1, 
'unb Ueberrcfl: I. Snblid; 4 burct) 1 bioibirt gibt 
311m Quotienten 4 mtb 3m« Ueberrcfl o ; (0 bafj 
alfo bic Operation l;ier aufbbrt. ^öenn tnatt nun 
alle gefundene Quotienten ber Orbnung nad) fatn* 
ntelt , fo ergibt ffd) bic SRcibe 1, 4, 9, 2, 1, i, 4, 
au <3 \veid)cv folgcnber fortlaufeube ^vudS) entfielt 

::y . •• , ; f j \ *■ ' 



JJ°3 



| = r+I 



4 + 1 



9+1 



* *r ;»t / 



2 + 1 



,1+1 






1 2. 

M ' 



I+ JL 

4 



• §* 6.; 

Sa bei ber. gcwöl;nlid)cn 2lrt 3U biöibiven int* 
nter biejenige ganje $al sutn Quotienten genommen 
voirb, tocldje bctit gegebenen iBrud) entrceber gleid;, 
ober fleiner aB berfelbc tft , 'fo folgt fyierauä, bag 
man burd; bie t>orl;erget)enbc $0tetl;obe nur fbldfje 
fortlaufenbe 53 rüd)e bekomme, berett Kenner alle 
bejahte $al;(en fmb. / 

50 lan fattn «ber aud> 3um Quotienten biejenige 
ganje neunten , welche unmittelbar grbffer ift, 

% 5 " aB 
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aid ber 5öcrtf) bed iBrudjd, wenn biefer lejterc nidjt 
tuif eine gatijc »faf gebraut »erben fann, «nb bo* 
t;er barf man ben flBertl) bed burd) bic ge»6f)nttdf)c 
•Operation gefunbenen Quotienten nur um eine ©tu 
. beit »c.rmcfjrcn: Stfdbamt »irb ber Ueberrefl, unb 
folglich and; ber folgenbe Quotient notfywenbig per« 
tteint »erben. 2tuf biefe 2lrt fann man affo nadf> 
belieben bie ©lieber bed fortlaufenbett 53 rucf)d ha 
jal;t ober verneint machen. 

Snt bortjergcfycnbcn SBcifpicI T;dtte man bei ber 
Sibifion bdn 1103 burdj 887 fbatt bed Quotienten 
1 audj 2 anncfymen f&nnen. Sn biefem $all aber 
wirb aföbann ber Ueberrefl = — 671 ; bibi« 
birt man nun aufö neue 887 burdj — 671, fo ifl 
ber Quotient entweder — 1 unb ber Ueberrefl 216/ 
ober ed tffc ber Quotient — 2 unb ber Ueberrefl 

— 445. 5 ßcnn wir nun ben größeren Qitotien« 
ten — 1 neunten, fo »irb ber Ueberrefl — 671 
burd) ben Ueberrefl 216 bibibtrt werben muffen, 
»oraud ent»cbcr ber Quotient — 3 unb Ueberrefl 

— 23, ober ber Quotient — 4 unb Ueberrefl 193 
eutfpringen. 53 ei ber folgenbett 2 )ibifTon neunte 
man ben gt&ffercn Quotienten — 3 unb bibibire 
alfo 216 burd) ben Ueberrefl — 23, wefdjcd ent« 
weber ben Quotienten — 9 unb Ueberrefl 9 ober 
ben Quotienten — 10 unb Ueberrefl — 14 gibt, 
unb fo.fort. Stuf biefe 2 lrt erl;cllt man: 

= 3+1 

— i 4-i 

— 3 +J_ 

— 9 4 - &c. 

tvo alle Stenner berneint ftnb. , 

§♦ 7 * 
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§♦ 7* ' 

(5ö tarnt aber jeber Verneinte Stenner Bejaht 
werben, wenn man baö $eidf)cn bcö >$dlcrö voran* 
bert; aber bann mug man and) baö Reichen beö 
fotgenben >5dlcrö Verdnbern, weil offenbar 

F + 1 . = V ~J_ 

— V -f i v — i 

-4-zr + &Cv 3- + &C- 

tft, * 

ferner' fann man audf), nach «Belieben, alle Vers 
neinte Reichen beö 93rud£)ö binwegfd^affen, unb ben* 
felbcn in einen anbern Vetwanbcln , beffen ©lieber 
«Ile bejaht ftnb, weil überhaupt 
ft — l_ =Ac — I 4 -1 * 

~v 4* &c. i + i 

w — i-h&o. 

tfi, wie leidet bewtefen werben fann, wenn man 
tiefe beiben ©rbffen in gewöhnliche 33ru<he verwarn 
beit* *) **) 

ffian 



c ) /* - i = v - 1 unb ft - i + i 



= /k-i+i 



i + i 

v - I 

= f* — I + v— l 



v : v—t v i 

= fxv—v + v— I = fx V — i, folglich w* 



2fnm. b, Ueb* 



\ ' 
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501m fcmn and) auf afjntid^e 2lrt berneinte ©Ke« 
Per flatt bev bejahten einfufyren, »eil 

f* + i = f* + 1 ^ A J4-J_ 

V +&C. "■ ■' i' f I + I f j 

v I + &C. 

burd) »elcfyc 33er»attblungen bfterö ein folcfyer Sörttdj 
einfacher, unb auf eine Heinere 2lnjal bon ©liebem 
gebraut »irb, »eldjeö immer flatt finbet, fo oft 

einige 



2luä bem @a§e, bap a - r = a- i + 1 

b ' i + I 



« »i 

iui . , 



<!• 



b- I 



fet), folgt nun auc$ unmittelbar, bap 
a-i = a-i+i 



b - i 



I + r 



,~t- 7 

•t rjJuvV 



b — 2 + 1 

■ i I + I 



c-i 



ifl; benn,»ennb - = g gefejt »frb, fo tjl 



. - . c - . 

* • * < • M ' — 

a-i=a-i + i ober = a - i + 1 



t — 



i + i 

g-l 



i + r 



b-i-i 



9lun fep b-i = ae; foffta-i + i 

: 'V '.' ' __ 



I + I 






b-i-i 

c 



I 
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riiiige Remter ber bejahten ober verneinten (Siifycit 
gteid) finb.- v. i •:'• ?• < :.-j Um 

»a-i + i 

•’ • ; !..i 9 »r — ■ u ?;v. 1 *, ■> v» 



1 +1 



v>r. 



cc-T 
c 






j . 



• 1 *. r w , 1 • * 

«ber «-1 =«-i+,i , folgticp , 



• c 



1 + 1 

C- I 



a- 1 + 1 *= a-i + 1 

*,* + 1 



' ,+ 



.i'.ir.v! :;c r b ~ i - i 



et - 1 + I 



c. 



i+i ' 



. u-U.i 

a- 1 + 1 



c-i 



. ...I’wj 4 . T ) ’ i. ■ > 

"1 tt.i; i,f w,.- 

...iJ b- »+ 1 . - , 



( •'< 



. 1 

hi . 1 !. !!', 1 . • - i ,* • 

, . 

c — 1 

Beider Sluöbruf bemmut) » a - i fjl, ©auj 

b-i 



auf eben biefetbe Slrt fann c 

nun auch ber SJewetö für a- 1 

b- 1 



i V' J J 



C-I 



«nbfo »etter, geführt »erben» d 

Qfnm, t, Web, 
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Um ferner einen fortlaufenden « 8 rn^ jn erl>ak 
ten, der in Slbßdjt auf den 5 ßertl; der gegebenen 
<55r6ffe am tneißen confergirt, darf man nur ßatt 
et, ß, 7 &c. diejenigen ganjen »Jalen nehmen, die 
den (troffen a, b, c &c. am nddjßen fommen, fic 
mbgen nun {(einer , oder grojfer, a(3 diefe fetjn. 
©ö iß aber lcid)t einjufc^en, baß, wenn 3 . 53. für 
ct nidtjt diejenige ganje >?a( genommen wird, die 
fid£> a am meißen nähert, fte fcp nun grbffcr oder 
{(einer, die fo(gende $a( ß notwendig der ©nfyeit 
g(eid) werden tnüjfe; denn, da fodann der Unterfdßcb 

jwifd^en a und « grbffcr a($ 5 iß, fo wirdb— 1 

a — ct 

{(einer a(ö s, und mithin a(fo ß der ©nfjcit gleidj 
feijn. Und end(irf) fo oft bei einem fortlaufenden 
53rud) Slcnner norfommen, die der (Sinf)cit g(eid) 
find, fo oft ijl eö ein 53cwciß, baß die nörgelnden 
Sftenner nicf>t fo na()c a(ö m 6 g(id) genommen worden 
find, und daß fo(glid) der 93rud), burdfj die 5>cmte^ 
rung oder 93erminbcrung diefer Sflenncr um eine 
(Sinfyeit, einfacher gemacht werden fami, welcfycö burd) 
die nor(; ergebenden ^ormeftt Icidjt 3 U bewcrfßcöigcn 
äff, o^ne daß darum die SKedjnung non neuem wieder 
»orgenommen werden muß» 



§» 8 * 

Sie SSJlctbobe ded 4 . §. {ann aud> bei 5Scrwand# 
fang einer jeden irrationalen oder tran$cenbentifd)en 
©rbffe in einen fortlaufenden 53rud) angewandt weis 
den y wenn nur biefeibe Dörfer in Secimafbrüdjen 
auögebrüft wird. Sa aber der 9£Bertb in Secimalbrns 
d?en jederjeit an und für ftd? der nadjße iß, und man 
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• 

burd) iBcrmcbriing ber tejteren Secitnalftelle mit eine 
Einheit, jwei ©rdnjctt erlitt, §w;fchcn weiten ber 
wahre ^Bcrtl; ber gegebenen ©rbjfe gefuuben werben 
feil ; fo muß man , bamit biefe ©rangen nid)t über? 
fcf)iittc« werben, eben benfclbett (Salcul mit beiben 
förüdjen Pornci;mcn , unb nur biejenigen Quotienten 
nachher beibel;alten, weldje burefy beibe Operationen 
ermatten werben. ©S foll 3. 2$. baö 35 er(>titniö ber 
Peripherie bcö Greifet* jum .Diamctcr burd) einen 
fortlaufenben Särudi audgebruft werben. 25 icfeö 53 er« 
h&tntö 1(1 3, 1415926535...... worauf man 

alfo nacf> ber obenerwähnten 9 Jtctl)obc ben iörudj 
o§o o o o erhält. &Benn nun mft ber ^rud) 
genommen wirb, fo ftnbcn ftd) bie Quo* 
tienten 3, 7, 15, 1 &c. Siimmt man aber ben 
grbflern SBrucf) fo würben bie Quotienten 

3, 7, 16 &c. gefunben werben, fo baß ber britte 
Quotient ungewiß wäre. 3 )arauö fleht man alfo, 
baß, bamit ber 93 rud) über 3 ©teilen fortgcfejt wer# 
ben fbnne, man notl;wcnbigcr 5 Beifc einen 5ßerth 
für bie Peripherie annel;men muffe, ber met;r alö 
6 Ziffern l;«t. 

5 Benn aber ber auf 35 £ecimaI(Mcn beredende 
ßubolphifche 5 Berth genommen wirb, nd;mltch 
3, 14159, 26535, 89793 ^ 23846. 26433,83279. 
50288, unb man ebcnbiefelbe Operation mit bie* 
fern 93 ru<f> unb bemjenigen macht, beffen lejtere 
Ziffer um eine Einheit grbjfer unb alfo = 9 ifl; fo 
fSnbct fid) folgenbe 3 Reil;e pon Quotienten, 3, 7, 1 5, 1, 
292, 1,1, 1,2, 1,3,1, 14,2,1,1, 2,2,2,2,1,84,2/ 
*/ 1/ x 5/ 3, 1 3, X/ 4, 2 , 6, 6, x, Tvoraud 

Peripherie 



1 
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^eriyljeric = 3+1 . • 

2)iameter 7+1 

15-fi ; 

1 4 ~ 1 

. , , * 9 *+JL_ 

.1 + 1 

. . ; - i+ic*. 

• ♦ • . . * 4 ^ \ , i ; ■ : 

J&Ä bicr einige 9 temtcr Dovfotmnen, welche = 1 - 
finb , fo t ann ber ^Bvudf) einfacher gemacht »erben, 
wenn man, naef) Ötnleitnng beö §. 7. »erneintc ©lies 
ber cinfubrt, woburefy tuan erfyätt: 

^)eripfycrie = 3+ r ... 

®iameter 7 + 1 ; 

16 — 1 — 

* 94 — 1_ 

3 — {+&C, 

Ober i 

^ev,— 3 + 1 .. . v 

®iam. — 7+ 1 

16 + 1 

“^ s 94 +l_ 

. • , 3+1 ■ ' V 

• ■ — 3 +&C. 

, , . ... ...» * 

. j. - J , ,... .. > . v §*. 9 * . . . 

Sdj fyabe an -einem anbern Orte ge$igt , wie bie 
j£l;eortc ber fortfaufenben ?Br£ic£>c auf bie Stuflbfung 
ber ©ieicf>wngen in 3 aien angewanbt werben fbnne, 

für 
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für welche «tan biößer nur unbollfommne unb uns 
jutanglicße ^Jtetßobcn l;atte. ( SSJtan fcl;c bie Senfs 
wurbigfeiten ber Söeriiner 2lfabemte ^abrgdnge 1767 
nnb 1768). Sie ganje ©djwierigfeit befielt barin, 
in jeber ÖHeicfyung ben ndc^flen ganjen SBertf) ju firn 
ben, er fcp nun größer ober fleiner, alö bie gefuc^te 
5ßurjct. %d) war ber erfle, ber fixere unb atfgcs 
meine [Kegeln gab, nidjt nur bie wirf ließe, bejahte 
unb verneinte, gleiche ober ungleiche SGBurjetn einer 
gegebenen ©leicßungju erfermen, fonbern autf> auf eine 
leidste 2lrt bie ©rdn jen ber wtrfHcßen (Größen ju frns 
ben, welche unmöglicße ^EBurjetri geben. 5Benn bas 
ßer bie unbefannte ©röße einer borgegebenen ©leis 
cßung x ßeißt, fo fließe man juerjl btejenige ganje £af 
ec, welche ber gefugten ^Burjel am ndcßßen fomrnt; 

baßer wirb naeß §. 3. x = ct + — fe^n, (wo x, y, 

z, ßter baö bebeuten, waö bort a, b, c &c. borßetk 
ten) ; wenn nun biefer 5 Bertß flatt x gefegt wirb, fo 
ergibt fidf>, naeß bem bie SSrucße ßinweggefdßaft wots 
ben, eine ©leießung bon ebenbcmfelben ©rab , in y 
auögebruft, welche wenigfienö eine bejahte ober bers 
nrinte 5 Burjel, bie größer, alb bie ©tnßeit ifi, ßas 
ben muß. SEftan fueße nun wieberum btejenige ganje 
»Jaf ß, bie biefer 9 Burjet am ndcßßen fomrnt, unb 

fefe y = ß H — -, weießeö eine neue (Steigung in z 
z 

auögebruft, geben wirb, welche notßwenbig eineSEBnrs 
jel ßaben muß, bie größer alö bie C^in^eit iß. Sie 
% am ndcßflen f ommenbe >?af ßeifie y, u. f. w. Sie 
gefugte SEBurjel wirb atfo burdß folgenben 93rucß 
»orgeßeßt werben, " i:: - • ,n ' 

’ : v ”’ 

i HL Ißeil, <B *+i 
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ce + i 
ß + i 



7 + I 

J 1 + &c.~ 

unb bicfc Oleine tnüfj irgeubwo abbved)en, wenn bte 
gefugte S&urjel rational ijt, hingegen aber inö lln# 

«übliche fortgeben , wenn fflMjc iricommcufurabcl ifl. 

*' * ' * 

3 n & ctt angeführten 9l6f>tublungcn wirb man 
nun alle nbthige ©dfc finben, fowel biefc 9Jtethobe, 
alö auch bie. ^Bortl;eile, bic fic gewährt, cin^ufcljcn; 
nebft Pcrfd;icbcncn Mitteln, bic Operationen ofterd 
abjufurjett ; fo baß id) mir fdjtneidjic, biefe ^Ratc* 
tte beinahe ganjlich crfdjopft ju haben. 

. t ,'t . } ^ 4 V ' 

$Bad inbeffeti bic SSurjeln ber (Gleichungen Pom 
^Weiten (Grabe dnbetrifft, fo werben wir weiter unten 
(§. 33 unb bett folgenden) eine bcfonbctc, fcl;r ein? 
fache 3Jtctl;obe Portragen , biefelbc in fortlaufcube 
Eriche ju ocrwanbeln. 






'V '<u g . 

„• .iJlachbem wir bie (£ntfkhung ber fortlaufenben 
£5rud;e gejeigt hatan / fo wollen wir nun jjejt and) 
$)ti torjuglichflcn ©igenfd;aften unb ihren 31. |en 
barthun. . . .. 



• Io. . . ' ; •? . . 

■ 93orbetfatnft ifi flar, bag man bem Wahre« 
Sßertfy um befio naher lomnte, je mehr ©lieberin 
bem fortlaufenben 33rudb genommen werben; fo bag, 
wenn man nach un & nac h ^ berfchtebencn ©liebem 
befleißen abbxid)t, nothwenbigerweife eine £Keif>e Pon 

* * *• c ©rbfett 
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SSon ben fortfaufenben 23 rücfjen. 

©rbffen fyerauöfommen muf, welche fid> ber gegebe* 
nett ©rbffe immer mcl;r unb mefyt ndl;ern. 



£>a alfo ber Söertf) bon a burd> ben 93rudj 



u:i 



« + . 



ß+t 



7 + 1 



<? + &C. 

borgeflellt wirb, fo werben bie Ör&ffen 



ot, vt + — / 

• • J - * • _ 

ß 



cc + 



/3+ &C. 



Ober: 



*/ eeß + l , otßy + ee + y J_, 
ß ß y + 1 

bem 'SEßertfy bon a immer ndfjer unb ndf;er Eontmen. 

; » j 

®amit aber baö Öefej, natü) weldjem btefe ©r6f 
fen immer tncl;r unbmefyr conbergiren, befio beutli* 
d)cr in bie Siugen falle, muji man firfj erinnern, ba£ 
naef) ben grormein beö 3 . §, . ;j ; \ 

a — * + L., b = £ + 1_, ce=y + i_ 
b c drc. 

fet ) ; roorauö errettet, baf « ber erjle 5ßert^ ifl, ' ber 
a am ndcfjjten Eornrnt, unb wenn natf)t?er ber genaue 



5Sertfy bon a, welcher ; 



« b + 1 . 



ifl, genommen, 



unb fktt b fein ndd£)jfrr 2Bertf> ß gefegt wirb; fo 

fommt man auf biefen noef) näheren 2Berth 01 & + 1 
. \ J ß 

93 3 <5inen 



. j .-’ 1 
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y Kapitel, 



©nen.britten nodf; mtycro 9&ertl; ev^It man, wem» 

(j mau evftenö (tatt ajcincn genauen ffßcrtb ß c + 1 

■ c 

fcjt, woran# a = ( a B 4- O c + « entfielt, unb 
/3Crf- I 

jvocitcnö fratt c feinen nacfyfkn 5öertl; yfejt; auf 
fcicfc 2trt wirb ein neuer ^Berty Von a 
= («ß + O-y + t* ^ 

B 7 + I ; , > 

5Bcnn man aber biefc ©rf^Iuffc nodf) weiter fort* 
fejt, unb in bent oben gefunbcncn 2luöbnt? non a flatt 

c feinen genauen 2Öertl; 7 1 fcjt, fe ergibt ftdj 

d 

a= ^ ( aj3 4- i ]i yrf-Ä^d+as/^+i 
, XB y 4- i ) d 4- B 

ober tpemr man jktt d feinen n^jten $6crtl; trintti 
a=^(öc/3 + l) y + ae^$+ctß+l 

1 •' C B y >4* 1 ) $ 4- B 
. wcldje# atfo ber öCuöbrub f&r a von ber vierten 
JjerUng ifl, n. f, nt,: :: •• 

Jgierau# erhellet nun aber bag wenn an# 

et, Bt y / $ &c. folgenbe Stuöbrüefe gemacht werben ; 

A~ oe. ~ nnb K — i 
:'Vz=ßA + l . y. B' — ß 
' . , C = y B 4 - A C = y B' + A' 

' D ==(? C + B D' = <fC , + B' 

E : Äü-e D 4* -C ic, E f =: s D" 4“ C" ics 

folgenbe SKetl;c von 5$rudjen erhalten wirb, bie ftdi) 
ber Ötbffea immer mef;r Unb mel;r n&fjern 

A i jQ'J.t .C f, | D , f E ; ■ ;/ F -j] 

N ¥' C W E' F &c ‘ 

. : . \S 5Benn 





SSon den fortlaufenden 25rüdjcn. 21 



SEBettn bie Örojfc a rational iß, nnb burd) bcn93rudj 
V 

^77 auögcbruf t wirb , fo erhellet beutlicf; , baß biefet 

^örudf> immer ber lejtc in ber novbcrgcl;cnbcn JRcibe 
fct)n muffe, weit in biefem^all ber fortgcbcnbciSrudj 
geenbigt ifl, unb ber lejterc ‘tSrudj ber obigen D^eifjc 
immer betn gangen fortlaufcnbcn iBrudf) gfcid£> feyn 
\ muß. , 

3 ß aber bic ©reffe airrational ober tranöccnbeiu 
tifd), fo gct>t ber fortlaufende “jörnd) inö Uncnblid^e 
fort, nnb bentnad; faitn and) bic SRcifyc ber conncrgi* 
renbcit 95rud)c inö Uncnbli^e fortgefegt werben. 



§. II. 

2 aßt un$ nun bie Sftatur biefer. 93rudje unterftu 
c^en. 93orbctfamß iß flar, baß fowot bie ^alm A, 
B,C&c. alö and) A", B', C' &c. immer junc^ 
men. Denn 1 ) wenn bie ©rbffen et, ß, y, &c. alle 
bejaht finb, fo muffen and) A,B,C unb A" B' C' &c. 
ltotlfwenbig bejaht fct)u , unb eö muß alfo B >• A, 
C > B / D >• C &c. unb B ' = ober > A", 
C' > B', D' >■ C' werben. 2 ) 3Bcnn et, ß, 7 
&c. entweber alle ober gmn&fyeil verneint ßnb, bann 
gibt cö unter ben ^ulcn A, B, C, A', B', C' &c. 
bejahte unb rem einte; ba aber nach ben norhergehen* 
ben Formeln allgemein 



?_—ß+L £ = y+L L=M-J? 
Ä .> , B ' B , C' C 

&c. iß, fo folgt hierauö, baß, wenn bie >$aten, u,ß, 
y &c. bereit ^eicljen übrigem* feptt rnbgen , waö fi« 
wollen, um eine Sinljeit netfdgebett ßnb, notljwenbig 

D 

Md), (wenn man non biefen >$eid)en abßrahirt,) 

A 



95 3 ßt&ffet 




22 / , 1 . ftapitet .... ; 

' A 

grbffer öle bk Sinljcit, mithin _ Heiner ate bic Qim 

B 

p 

fycit, fcfg(idf) _ groffer atö biefetbe, unb fofort fct>ft 
. B 

muffe. Se ift affo B gr&jfcr ate A, C grbjfer ate 
B&c. 

■/• Riebet ifl nur eine rittjige 2 tuenat)nte ju bemer* 

Jen, wenn nemlid) unter ben ©röjfen «, ß, y &c. en 
tilge ber (Sinbcit glcidj fmb. 5 Btr motten ttemlidj 
annefymen, bie t 3 al y fet) bk crflc, weldfe = + i ifl. 

/ (£ö wirb alfo juerfe B > Ä fepn , aber B wirb \ 

/ . ^ .... . * • . • * 

t Hfcfi C fci)n, wenn _ mit y »crfd)icbctte $eid)cn fyat, 

/* ^ B . . 

r a 

wctd>e$ baraue errettet, baff _= y -f _ ifl; bennin 

■; - B B 

biefem $affe wirb y -f- Heiner, .ate bie <5int;cit. 

2 U'cr bahn Behaupte id), ba£ aud) netf;wcnbigD grbf# 

(er tdö B fct;n werbe, tveldf>cö fotgenber ©cflalt erf 
wiefch werben fann : Da y = Hb i fo ifl aud; § io. 

• 'Q-z=s ±1 4- > unb c — 1 — + i ; ba 

v > y. d 0 ; d - 

aber c urtb d grbffer ate bic (Sinf?eit fmb, (§. 3 .) fo 
bann biefe @teid)ung nid;t bcfleben , wenn c unb d 
nid»t einertei ^cidjen t;aben. 9 tun fmb y unb ^ bk 
ndebfren 5Bertl;e öon c unb d, mithin muffen fie aud; 

PA 

einerlei ^eid;en t;abcn; aber beriörud; _ = y + 

B B 

muß mit y einertei geilen tjaben, weit y eine ganje^at % 

• a _ 

ifl, unb _ ein 93rucfy, ber Heiner ate bie (Sinfjeit 

B 

... ift 
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$ 8 on den fortlaufenden 23rücf>en. ^3 

iß. folglich haben SL unb ^einerlei 3 etd)en> folg* 

B -I 

liefe iß ^ eine bejahte > 3 at. Slber EL.= cP-t- 

B C C 

r 

folglich muß, wenn man beiberfeitö mit multiplü 

B 

cirt, EL = ^ ^ + 1 fet;n. 25a nun aber 
B B B 

bejaht iß, fo muß alfo 5. gt&fiet aB feie ©inheit, unb 
B 

M)tt D große« aB B fetpit. . * 

» 1 

• i 

#icrattö folgt bcmttndf), baß, wernt in ber SRei^e 
A, B, C ein ©lieb ooxfouunt, baö Heiner, aB baö 
»orhergehenbe iß, baö bnrauf folgenbe ©Heb normen* 
bigerweife gt&fiev fet)n muffe , fo, baß wenn man alfo 
tiefe flcincren ©lieber abredjnet, bie SRcü;e nidjtö beßo 
weniger ßcigt. 25iefer Umßanb bann aber, wenn 
man will , immer fcermicbcn werben, entweber wen» 
man bie ©rbßen «, ß, y &c. alle bejaht nimmt, ober 
wenn man bie ©inheiten aöe ben Reichen nadj »er* 

fdßeben nimmt, wel^cß immer tn&glid) iß. 

* ■ ■ * 

©benberfelbe©aj gilt au cf) für bie SReifye A', B', 
C' ic., in weiter 

.£=&£=*+£, £=,?+£. 

A' B' B' C' C 
wobei alfo ähnlich ©dßuße, wie bei bem ^Borljerge; 
beoben, ßatt ßnben. •* l ; ; 1 \ • V 

9 $enn man btc ©lieber jweier benachbarten ‘Brus 

dbe ber SKeifee EL/ 1 _ # Sl ittö $teuj mulfiplicirt, 

. A' B' C :■ .5 fo 
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fo frnbet fö BA' - AB' = i, CB' - BC' = AB' 
- BA', DC' - CD' = BC' - CB' &c. ; reorauö 
affgcruein fcTqt 

BA' - AB' = i. 

CB' - BC' = i. 

DC' - CD' = i. 

ED.' - DE' == — i. &c. *) 

^Dicfc ®igcnfd;aft iß borjugticfy ju betnerf en, weit 
fef)t nujlicfyc folgen barauö gezogen roerbett l&mten. 

A 

(Srßcnö erhellet bavauö, baß Jbic 93vü(f)c _/ 

A' 

r» r; 

f &c. fdjon Bereit« auf tf;re flcinße $al ge* 

B' C' 

Bracht fi'nb ; benn, trenn §; 55. C unb C' außer ber 
©nbeit ned; einen anbertt getncinfdinftnd)cn &t;cilcr 
fyStten, fo märe audj bie ganje $al CB' - BC' burdj 
bcm'clbcn tf>c;IBar , wddjcö aber unnt&gttdj iß, weit 
CB'-BC' = -i.'’ 

SBemt bie obigen ©feidjuitgen unter biefet &tt 
ff ält voracftellt wertem 

ß T 'A I •* 

' ■ ’ " W X 7 Ä 7 ! 7 

c b __ i 

- 'I , V g r ß, C 'ß' 



*)B«j3A + i, unb A' * i ; alfo BA' = ß A + i. 
ferner AB'=A/S; folglich BA'-AB' = i* (Sbett 
fo iß aueb CB' = ( y B + A) B' = -yBB' + AB'. 
; unb BC' = B ( yB' + A' ) = y BB' + BA'. 2Itfo 
CB' - BC' » >BB' + AB' - <yBB' - BA' = AB' 
- BA' =. - i. unb fo mit beu übrigem 



D 

D 7 
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SSon t>en fortlauftiitfcn 23rücfjen. 25 



D _ C _ V 
D' C CD 7 

E D „ 1 

E 7 D 7 D'E' &c. 



fo ifi leidet einjufcfycn, bag bie Untcrfdfjiebe jwifcfyen 

ben nädbftcn iörudben ber Olci(;c^L f _ / £. 

A' B' C &c. 



immer geringer werben/ unb folglidj bie SRcifye not^ 
wenbig contcrgcnt fet>n muffe. behaupte aber, 
ber Unterfdjieb jwifcfjen jwei auf einanber fclgcnbcn 
Sörucfycn fetj fo gering, alö m&glidE?,fo baß jtdjjwifdjcn 
biefen beiben iörücfycn fein anbrer finbet, beffen 9tens 
ner nid^t gröffer wäre, ald bie Kenner jener i3rucf)e. 

C D 

SSJlan neunte j. S6. bie jwei iörudjc __ anb _# 

CD' 



bereit Unterffjieb L ijf, Unb fefe, cö gebe einen 

CD' 



anbern i8rud) ÜL f beffen gwifd^en jene jwei 

i 

n 

93rud£je falle, unb bet welkem ber Sßenner n {leinet 

fei) alö C ober D'. 5Beil nun alfo ™ groifcfyen 

1 •. : n C' 

unb fallen foll, fo muß ber Unterfcfyicb ton JU* 
D' - n 

unb Sl f welker == mC/ ~ nC ober = 11 C ~ m C 
C t qC'. . .. nC 

ift, {(einer ald * fe^n. d&i# aber flaivbafi eben 

. v c\y f ? ’ r;rh ' , ‘ ■’ ■ 5 r ■ 

biefer Unterfcfyieb nid^t {l'efndr fe^n faim, alö 1 ' 

' nC} 
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'I. Aapitcl. 

wenn aifo n <D', fo wirb bcrfelbc notfjwenbig gr&f« 

fer at$ 1 werben. Unb ba auf gleiche 3lrt ber 
CD 

Untctf«« j»ifoen “ «nb E. ? Icimr f e » n 
n D' 

• • ' • ‘ " .H/i 

fann, alö _I / fo wirb er notfywenbiggr&jfer feijn, 

nD' . - 

I 

a!$ _L f wenn n < C ijh 

• C'D' 

§♦ 13- 

Sagt unö nun felgen, wie jeher einzelne 53rud» 
AR 

ber iRcifyc _ / iL &c. bem 2öcrtfy öon a fidj n Sn 
A' B' 

l&ere. ^u btefetn Qsnbjwc! betraute man bie §. io, 
gefunbenen Jameln / nacf> welken 

A b 4- 1 ; : 



• n ■ 



..ii n r.: 



a = 



a = 



a = 



A' b 
Be+A 
B'c+A' 
C4 +B 
C'd + B' 
De + C 
D' e + C 



unb fo weiter. 



$Senn man aifo wijfen witt, wie $. 55. ber 53rudj 

• • ■ r CT 

fid) ber ©r&jfe a notiere, fo fudje man ben UnterfAieb 

c 

jwifd^e» __ unb a, ittbem man fbatt a bie ©rbjfe 

; .i V 
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^ fcjt. £>iefcr Uutcrfcf)icb ifl nun 
C'd+B' 

C ^ C*.d + B*__ C __ BC ' — CB 7 
Cd + B' C C'(C'd+B') 
. / weil BC' - CB' = 1 ifl. 






ober = 

C'CC'd+BO 
®a aber angenommen wirb; I fei? ber nadjfle 
3Bert an d, ftrbaff ber Unterbiet» jwifd?en d unb <? 
fleiner alß bieSitteit ifl, (§. 3 .) fo muff ber $Bert 
tton d jwifdjcn ben L 3 aleit <hmb d‘ ± 1 enthalten fetjn, 
(wo baß obere ^eidjen für bett gfaü gilt, ba ber niSdp 
flc 5Bertl; «J Heiner, alß ber wal;re $Bcrtl? d ifl , unb 
baß untere für bcujenigen, ba <? > d ifl. ) grolglidj 
ifl aut§ ber iöcrtlj von C' d-f B' jwifdjcn C'^4- B' 
unb C' ( $ ± 1 > + B', baß l;cifft, jwtfdjen D' unb 

D' + C' enthalten, ^itfjin fällt a — 5L jwifdf)*n 

- C' 

'» i l'i y~ * K \ ♦ * 

bie jwri ©ranjen__ unb ; worauß 

. C' D' C'(D'+C') 

man atfo bic jSroffe ber 9lal;erung beß 93rud)ß 

C' 

beurteilen Eann. 

*. §• 14 * 

Slllgemcin wirb alfo fer>n 

A r 1 

. a ~ Ä 7 + 



B-, 

a = . — 

B 

C 



A'b 

1 1 



cm; 



B'(B'c-bA') 

i 

■ ■ . * 

C'(C'd-f'B) 



« 1 
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V 



I.Äapitel* 

a — " — ' l , 

D' - D'(D'e-fC) - - 

unb fo weiter. *) •, 

’Üßenn wir aber annefymcn, baß bic n<Sd(jßen 
5 öertf)e *, ß, y &c. immer Weiner genommen 
»erben, alö bie wagten, fo »erben biefe^alen alle bes 
jaf?t fetjn, fo baß bic ©rbjfen b, c, d &c. (§. 3 .) 
unb alfo auef) A', B', C' &c. ebenfalls alle bejaht 
fmb. hieraus folgt nun, baß bie Unterfd^iebe twi* 

A D 

fd^en a unb ben 58tücf>en &c. abwedjS* 

: j‘ A' B' C 

lungöwcife bejaht unb berneint fetjn muffen , ba$ iß: 
baß biefe^rud^e abwedh$lnng$»eife Weinet unb gr 6 f* 
fet, als a fegen. 25a übcrbiS b>/3, c>y, d>£ 
&c. (»ic angenommen worben,) fo iß audj b>B', 
B'c + A'>B / y + A , >G / ; C'd + B'> 
C( 4 -B' > D' &c. , unb ba b < /3 4 - 1 , c >< 
y + i, d < S 4- 1 1 fo muß audj b < B' -f 1 ; 
B'c-f A r < B' (y+*) + A'< C' + B' 
fegit, u. f », , fo baß bie Reißet, ' »ddj>e man be* 

i A s' Q 1 C* 

gef)t, wenn man bie 93rucf>c _ / f &c. ßatt 

: - A' B' c' ;j • •• ' 

a fegt, 

• * f • ? 

* : ) £>lß folgt unmittelbar aus bem 53orbergef>enben, 
*** n>rf«tm nmll« § = - ~ mW ) 

*C — r 1 

unb mitbinar ^ ^ abcr 

c 

eben bie ©«bluffe , bie bei ^ gebraust würben, 

ftnb biefern 93rudbe nicht allein eigen , fonbern 
batten auch auf jeben anbern ber obigen JReiben 
auf eben biefelbe 2lrt angewanbt werben tbnnen, 
golglicb tc, i Slnm, b, Ueb; 
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SSott &en fortIa«fent>cn SBrudjen, 19 

a fcjt, Eletner feptt werben, ald _L / _L p * 

- A'B' B'C' C'D' 

&c, aber grbffer, ald _ 1 p l p 

A'(B'+A') B'( C+B^ 

1 &c. worauf ju erfcfyen ift, wie Elcm biefc 

c'cd'+co. : . , 

5 ci;ler werben, unb wie fcfyr fie immer me^r unb 
rncfyr abncfytncn. . . 

SBetl aber bie 33ru<$e ^_p^_p Sl &c. abwcdf)ö« 

, » 1 , A' WC' 

lungöweife Eieiner unb grbffer fmb alö a, fo ift Elar/ 
daß ber flBertl) biefer ©rbffe immer jwifcfycu je jwei 
unmittelbar auf cinanbcr folgenden 53rudjcn liegen 
muffe. ®af wir nun oben (§. 12 .) bewiefen l;abeit, 
baß 3 wif<bcnj jwei bcrglcidjen s £rudben fein attberer 
93 rud) mbglidj.fe^, ber einen flcincrn SRctmer f?at, 
alö einer tton biefen jwei förudjjcn, fo folgt Ijicraud, 
baß bie einjelnen fßtüdjc t>on benen l;icr bie SERcbe ift, 
bie ©r 6 ffc a genauer audbrüefen, alö jeber andre 
iörudj, beffen Slcnhcr Eieiner wäre, ald ber Sftenner 

• ’i - " * Q 

beb lukfyftfolgenbcn £$vud)ö. 3Umlid> ber 33rud> 

c 

jittn fBctfpiel, wirb ben 5 Bertl) bon a genauer aud« > 

bruefen, alö jeber anbre 93rud) HL p in welchem n 

. n < 

Elciner ald D' ift. ; .) '■■■ 

«. 1 1 / :■ 

, §- 15- " ■ ,j 

©inb aber bie ndcfjflen^öertbe u, ß, y &c. alle, 
ober jum 3$eil grbffer, ald bie jwa^ren, aldbann wer# 
ben unter biefen »Jalcn notwendig einige verneint 
fetjn muffen. (§. 3 .) 5 ^ 9 ^ werben aud> einige 

©lieber 
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t !• Sfapttcf. ;• 




©liebst ber «Rei^c A,B, C &c. unb A', B', C' &c. 
»enteint werben, unb bal;er ftnb bic Untcrfdhiebe ber 

A g p 

SSrudje — / — t Httb ber ©rbjfe a nidjt mehr 

A' B' ; C' 

abwcd)!?lungöwcife Oejat;t ttnb Verneint, wie im »er# 
fynrgctjcttben § ; bafyer geben aud> biefe 53 rüd)c nicht 
immer bic ©ranjen i?on a in plus unb minus an. 
9 luö btefem ©runbe werben alfo in ber Qtuöübung 
biejenigett fortlaufenbcn iSruchc toorgejogen, bereu 
Sienncr alle bejaht ftnb. ^tt 3 it€mtft werben wir 
bafyer feine anbre alö fbtcfje t>on biefer lejtern iUrt 
tncijr betrachten. 



§♦ f Sy 

ABC 

©ö fct;en nun alfo bic Bruche ~j£, r ^7 &c. 

ft?, bafj fte abwedjfelnb flcincr unb groficr fittb alö 
a; fo Wfjt ftef) biefe 9?eil;e in jwei anbre bcrtheilcn 

A f Si? E _&c. unb 5_/ H &c. 

A' C E' B' D' F' 



beven erffere alle biejentgen Bruche entölt, bie flci« 
ner ftnb alö a, unb ftd; bcr©r6jfe a wadjfenb nidiern ; 
bie anbre aber alle biejentgen, bic grbffer ftnb, alö 
a, unb fid) bem 5Bcrtl;c a burdj itnmerwal)rcnbcd. 
Slbncljmcn ndl;crn. 5 C ^ C biefer beiben jKetl;cn wols 
len wir jejt unterfud;en. 

ber erfkn ijl (§. io. unb 12 .) 

C — A = 7 ltnb E — C = £ f &C. 

C, M A'C' E' C CE' 



unb in ber jweiten 

5 __Ö _ f D 

B' D 7 D 7 




5ßaren 



SSott fcett forrtaufenb^tt gfrucjjetn 31 



5 BtSren nun Me >$aten 7, < 5 , e &c. alte bet ©tu 
tpeit gtcid;, fo fonntc man wie §. 12. bcwcifeu, baß 
jwifcfjen jwci auf einander folgenden 53 vud;cn ber cU 
nen ober ber andern 9 Reit;c fein anbrer 33 rud> gefurs 
ben werben fbnne, beflen ülennct Heiner iß, a£d bie 
Sicmiev jener beiden Ißrüdje. (£inb aber bie ©rbffen 
ce, ß, 7 &c. nid)t = 1 , fo wirb biß nid>t jlatt firn 
ben; beim in biefem Jalt fann man jwifdjen bieSSru« 
d)e, ton benen bie 2 Rcbc iß, fo Met anbre cütfdßebcn, 
alb ©inl;eitcn in ben £aten 7-1, <?- 1, e - 1 ic. 
enthalten ßnb, unb bal;cr barf man nur nad; unb naefy 
in ben 5 ßertl;en C unb C' (§..10. ) bie galcn 1, 2, 
3 ic. 7 anßatt y, unb fo in ben StBertfyen D unb D' 
bie £aten 1, 2, 3 ic. i anßatt S fe| en , u. f. w. 



‘ ' ‘ * §. I 7 : 

$ßir motten 3. 53 . anttefytnen , 7 fei) = 4, fo iß 
atfo C = 4 B -f A, unb Q' = 4 B' -f A' ; cd 
” A C 

Jbnnen atfo j»ifd)cn unb _ folgende brei 53 rud>e 

!, A" 1 v C' • 

eingefefjoben werben ^ + A ^ 3B +A ^ 

• •• B'-fA' aB'+A' 3 B'+A' 

SÖtan ß'efyt aber bcuttid), baß bie Sienner biefer 23 ru? 
cbe eine ßcigenbe aritt)metifd)e ^rogreffion bon A' 
biö C bilden, unb mir werben fogteid) feigen, baß 

eben biefe 23 rud)e auefy öon bid auf SL 3« nefc 

• 7 A' ' C ■> 

men, fo, baß ed ttntnbglid) iß, in ber sKeitje 
A /B+A »B+A f 3B+A 4 B + A 

A' B'-fA ' ' 2 B'-fA'' 3 B'-f A' 4 B'-fA' 

ober^Lirgenb einen 33 ruct> einjufd^ieben, beffen5Bertl) 

jwifdjen 
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jwtfcfycn btcfe jwet auf einanbcr fbfgcnbe S 3 rudje fal* 

Ic , «nb befreit Ütenner ebcnfatlö jrc>tfd)cn biefen jvoei 
83 vud)cn entölten fei). Denn , wenn jnoifd^ett ben 
toorf;crgel)enbcn Q 3 rü<f)ett bte Unterfd)icbe genommen 
werben, fo ifr, wegen 

BA-A'B=i, 

B + A A __ i 

B 7 +Ä 7 A' A' (B'+A') 

sB+A B + A _ t 

sB'+A' B'+A' '“( B'+A') (2 B'+A') 

3 B + A sB + A.... 1 j 

3 B'+Ä' sB'+A' OB'+A') OB'+A') 

C 3 B + A 1 

C 3 B'+A' OB'+AO.C 

wo man erfrenö fielet, tag feie SBrudje f ^ ft 

a> B +A 

&c. jttncfymen, weil affe tfyve Untcrfdjicbe bejaht 
ftnb. Unb ba ferner btcfe Unterfdfrebe gleidj ber ©ins 
Ijeit, biöibtrt burdj ba$ ^robuCt jweier Sftenner, frnb, 
fo fattn ber §. 12. gebrauste ©dfruß au<f> l;ier ange* 
wanbt, «nb mithin auf eine Afynlidje 21 rt beroiefen 
werben, baß eö unm6gtic| fcp, jwifdjen jwei auf ein« 
anber folgenbe iBrudje ber t>orl;crgefyenben SKciTje ivs 

genb einen 23 rucf) ÜL etnjufcfyieben, befren Slenncr n 

n =- '• ; 

jwifdjen bte Slenner jener jwei SSrudje fAUt, ober 
überhaupt ff einer ifr, äl$ ber grbßte biefer beiben 
Slenner. ' - °" 

ferner, 

k 

> 
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SSwt den fortlaufenden 35rüc^en. 33 

ferner, ba bie iBrudje , von welchen wir fjtcr xts 

R 

ben, alle gr&ffer fi'nb , alö bcr waf)te < 2Bcrtl; a, 

B' 

hingegen aber Heiner ift , fo ifc Hat, baß jeder biefer 
55rud>e ftd) ber @r&jfc a nähere , fo ba$ ii;r Unter« 
fd>icb Heiner fei;n wirb, ald bcr Unterfcf>ieb eben bef« 

D 

, felben 93rud;$, unb beö^8rucbö_/ 9tun fxnbctman 

B' 

A _ B = 1 

A' B' A' B' 



B + A 


_ B 


__ r 


B'+A' 


B 7 ’ 


(B'+A') B' 


2B + A 


_ B 


1 


aB'+A' 


B' 


(aB'+A') B' 


3 B +A 


_ B 


1 


3Ö'+A' 


B 7 


(3 B'+A') B' 


C B 


. 


I 


C' B' 


. c 7 


B' 



®a aber biefe Unterfd)icbe gletd> ber <5inf>eit r btoibirt 
buref) baö ^>robuft ber 3tenner, ftnb, fo fann man 
bie <Sd)l6ffe bed 12 . §♦ aud) fyier anwenbeti, um §u 

beweifen, baß fein 93rud) ÜL jwifd^en bie 2$räd)e 

n A' 

ILltA./ 2 ^ ^ &c. unb ?L fallet» I6nne,bej« 

B'+A' aB'+A' B' 

fen fftenner n Heiner ift, alö ber ütenner eined biefer 
93rudje; woraus alfo folgt, baf jeber einjelne berfeH 
ben ftd) ber ©rbfie a mefyr ndtyere, «1$ jeber anbere 
UI. CbeiU € $8rudj 
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i 

SSrud;, bcr f (einer alö a wäre , unb habet einen Elcis 
nerett, b.i. in einfacheren $alen aubgebruftenStenner 
l;ätte. 

; §. 18» 

^jitt toorl;crgel;enben § l;aben wir bie et n g c fdj a U 
Ä C 

teten 93rüd;e jwifcficu unb _L betradjtct* ©n 

A' C ‘ '■ 

gleidheb wirb nun bon ben eingefdjaltetcn 93ru* 

C F f G 

eben twifeben _ unb / jwtfdjen — unb — &c. 

C E' E' g; . k 

ftttben, wenn s, y. &c. größer alb bie ©nl;cit 
(5ub. , 

Sllleb, wab wie bibl;cr öori ber erfien 9veil;e _ j 

; ' A' 

C - ' B 

_ gefaxt l;abcn, Eann man aiicf; auf bie anbre — / 

C' , B' 

f ic. anwenben; fo, baß wenn 8, g ic. größer 
D' F' 

^ T B D 

a(b bie ©nbeit futb, twtfd;cn bie ^Bvüdje / — tc. 

B' D' v 

berfdßebnc anbre eingefd;oben werben Eönncn, bie alle 
größer, alb a ftnb , aber immer mel;r unb mel;r 
«bnel;mcn, unb bie (Sröße a genauen: aubbruefen, alb 
jeher anbere größere ‘iBrud; , alb a , tl;un Eötmte, 
bet in cinfad;crett ^alctt gegeben wäre. 

Ucber biß, wenn ß ebenfalls größer alb bie ©n* 
beit iß, fo Eöttnen auf ebenbiefelbe Qlrt toor ben iÖrud; 

5_ bie «Brnc^e A + I ober ? *+ * f 3 Ä j^ j C . 

W . - I • .• : ; * 3 

liib auf ^ A ~^~ 1 ober ^ aefent werben , unb biefe 
;• ß i> ß / 95ru# 
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35rudjc werben ebenbiefclbcn Sigcnfcbaften (ubetf, alö 
bie anbern ctngefdjaltctcn SStüdje. Stuf biefe 2lrt 
ergeben ftd) alfo folgende jwei DolljWnbige 3f?cil;cn 
Don SSr&cbcn, bie fid; ber ©reffe a ndl;crn. 

©adjfenbe $3rucbc, bie Eieiner jmb, alö a. 

A B+A 2 B + A 3 B + A 

Ä 7 , B'+Ä'/ sB' + A', 3 B'+A' je. 

y B+ A^ C ^ D + C 2 D + 3 D+C 

yB'+A' C WW aD'+.C' 3 D'+C' ic. 

e D + C E ; F + E 

S D'+C E' F' + E ' ic. ic. ic. 

3lbnel;mcnbe ^8rüd)e, bie gr&ffcr fi'nb ald a 

A + x f iA + i ^ 3 A + 1 U ' 

123 
/ 3 A + i^ B ^ C + B 2C + B 

~ß B 7 C'+B' 2C / +B' ic. 

<fC+ B t D m E + D 
' ÄC+B' E'+D'ic. 

5Öenn bie ©r&ffe a irrational/ ober tranöcenben# 
tifd; iff, fo werben bie beiden Dorfyergefyenben JKeiben 
inö Unenblidje fortgeben, weil bie iKeiben ber vörüd)e 

Ä D P 

_ f f __ :c. welche wir in $uEunft Jjauptbrus 

A' B' C 

d>c beiffen wollen, um fie Don ben eingefcbalteten §u 
«ntcrfdbeiben, auch felbfl inö UnenbUche fortgeben. 
(§. 10O 

SÖSenn aber bie ©r6ffe a rational , unb gleich w 

genb einem Brüche fo haben wir am angef&br* 
V' Sa ten 



x 
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36 , I. Sfapttei, 

ten Orte gezeigt, baf tte fRciije, Don ber bic.jRcbc t|T, 
abbrcd;e, unb ber tc^tc $3rucfy biefer üiril;e wirb eben 

biefer $3ru<f) X_ fetjtt. 9llfo wirb biefer 93rudb auch 
V' 

ettte t>on "bett beibett obigen SKcifycn enbigetv bie attbre 
SRcifje aber bann immer inö Uncnb(id;e fortgefejt 
werben. 

3;n ber Sfjat, wenn wir att nehmen, tafl $ ber 
lejte Slcttnet beb fortlaufenbcn 53rud)6 fep, fo wirb 

E_ ber fejte unter ben Jpauptbrüdjcn fe^n , unb bte \ 
D' 

SReifye ber gr&fferen iövüdje aU a wirb ff d) mit eben 

biefern 93rud) P_ enbigett. 91 bcr bie anbre 5Kctl;c 

D' 

'berjenigen 93rüdf)e, bie {{einer fxnb, atö a, wirb jwar 

r 

eigentltd; nidjt über _ fytttaub fortgefjen , welker 

C 

58rud) betti P_ üoraugefyt ; um fidf) aber ju über# 

D' 

geugen, baß fic bod> fortgcfejt werben fbmte, barf man 
nur ben Sftenner e betradjten , welker auf ben iejten 
Slemter £ folgen folfte, unb =oo fet;n muß, (§ 3 .), 

fo baß ber 93rudf> E. welcher auf E_ in ber £Keif)e 
E' D' 

ber Jj?auptbrüd)e folgt, 00 ^ ^ = E_ wäre, 

00 D'-f-C' D' 

9(b er nad) bem ©efej bcr eingefcfyafteten ©rüdje, f 6ns 

C F 

uen, ba g = 00 iß, jwifdjen unb _L, unenblid) 

C E' 

feieXe bergletcfyen 93tüdf>e eingefd)oben werben, welche 

D + C 

' D' +C' 



* 
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D + C ^ aD 4-C^ 3D + C^co D 4- C ^„{5 

D*+C 2 D' + C 3 D'4-p' coD'+C' 

9Ufo farm man in biefem neben ben 93rudj 

r 

in ber erjten SKci^c bet SSrndjc audj bie einge# 

C 

fdjaiteten fidlen, toon betien wir fyier reben, nnb jje 
inö Uncnbiidjc fortfefen. 

v 0 b l e nt* 

§• 19« 

SBenn ein in bieten Ziffern auögcbruEtcr iBrndj 
gegeben ifE, alle biejenigen 93ruc£>e in Eicinetcn SJatcn 
jn ftnben, bie ber SBafyrfyeit fo nafye Eommen, baf eö » 
unm&giicf) ift, berfelben nod> n4fyet ju Eommen, ofyne 
ftd) mehrerer »Jiffetn ju bebienen. 

Diefeö Problem fann burd) bie bittet erElarte 
üthcovic leidet aufgetbßt werben. 

Silan berwanbte ben gegebenen 93rnd) nach § 4 . 
in einen fortlaufenben , inbem man immer bie nidjjt 
Eleineren SBertfye , atß bie wahren nimmt , bamit 
bie »Jäten /3, y , h e ic. atte bejaht werben. 2luS 
ben gefunbenen ©rbjfen fotmire man fofort nad) §. 

A R C 

10 . feie 93rudf>c f _ :c. beren lejtcrer 

A' B' * C' 

notfywcnbig bem borgegebenen SSracfje gteief) fe^n 
muß, weil ber fortlaufenbe 93rud} in biefem Jade ab# 
bridjt. 35iefe 53r&d)e werben abwcc^ölungöweife 
fteiner unb grbfler fet>n, atd ber gegebene, unb nad) 
nnb nad) in immer gr&fferen galen audgebruft wer# 
ben. Ueberbig fi'nb fte jngleict) aud> fo befdEjaffen, baf; 
jebet einjetne bcrfelbcn bem gegebenen immer niijer 
Eommt , alö jeber anbere 53rud> ber in weniger einfa# 

€ 3 tyn 



/ 
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rf)cn gtten aubgcbritfr w&rc. ötuf btcfe 3lrt ermatt 
«tan atfo alle biejentgen 33rücf)e, bic in Heineren $a? 
len, alb ber gegebene tfi, bev Jtage ©enüge leijtet« 

\ 

2Benn matt aber alle, fowol gr&ffere alb Heinere, 
93rudje t;aben will, fo beredete man jwifcfyen ben bers 
Ijcrgcfycnbcn $3rucf)cn fo biete eingcfditaltetcn , alb 
ntöglid; ift, unb bilbc auf biefc 9lrt jwei üReiljen bon 
ebnbergivenben Sßrudjcn, wobon einige grbjfer, bie an? 
bre alle Heiner, alb ber gegebene U3rud) ftnb, (§. 16 . 
17 . i 8 >) ; fo wirb jebe biefer SReifyen eben bie (5 t? 
genfdjaftcn fyabett , alb bie SRcifyen ber Jgauptbrüd^e, 

f zLf ic. bemt bie 33rucf>e in jeber einjetnen 

A' B' C' 

SReifye werben nadf) unb nad? in gr&ffern ^iffetn aub? 
gebruEt fct?n, unb ein jeber bcrfelbcn ftd) bem gegebe? 
nen immer mefjr ndtjern; cd Eann alfo nid)t gefdjefyen, 
bafj irgenb ein anbrer $$rud£> grbjfcr, ober Eieiner, alb 
ber gegebene , unb jugleidEf audj> in einfatfjern >$alen 
aubgcbrüEt fep. 

• t >•*, ' ' • 

(5b Eann gefdf>cfycn, bafj etwa einer ber einge? 
fcf>alteten 25rucfye einer fotefjen 3Reit;e bem gegebes 
nen “törud) nid)t fo nalje Eomme, alb einer ber 
anbern 2 Reil)e ; obfdjon lejtcrcr in einfacher« >$atcn 
aubgcbruEt ijt, alb jener. 2lub biefent Cürunbe ijl eb 
gut , bie eingefdjalteten 93rudje nur bann ju gebtau? 
d>en , wenn man bie Qlbftcfyt fyat, bafj bie gefuchten 
S 6 rüd;c entweber alle Eieiner, ober alle gröjfer alb ber 
gegebene fepn foHen. 



1. 
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3>on de» fortlaufenden 23 nidjen. $9 
i. 95 e i f p t c l. 

/ 

§. 20 . 

9 tadj la Saille ijt bad ©onncnjatyr 365*- 
5® 1, 48' 49"/ folglidfi alfo um 5 et - 58' 49" länger 
alö bad gemeine 2fatyr t>on 365^- 9Barc bicfev Uns 
tcrfdfteb genau von 6 ©tunben, fo gdbe bift einen 
&ag auf toter gemeine Satyrc ; wenn man aber ju 
reiften verlangt, in reic viel gemeinen ^atyrett biefer 
Unterfdftcb eine gereifte 2ln$al von &tgen geben I6ns 
ne, fo tnuft ba$ 9 Scvi)dttmft jreifdjen 24®*- unb 5® r - 
48' 49" unterfudr» werben, reeldjeö = -!4f§-£ ifl ; fo 
baft man fagen Sann, baft, naefy 9 $erfluft von 86400 
gemeiner ^al;rc, man 20929 Stage eittfctyalten muffe, 
um biefclbe auf troptfdtye ^atyre §u bringen *)» 

r ' i 

©a aber baö 93 ertydltnift jreifdtyen 86400 unb 
20929 in alljugroften galen auögebruft ift , fo ent# 
fiel» bic Jrage, attbre Sßerddltnifie, bie biefem fo natye 
alß möglich fommen, in kleineren »?alen ju ftnben. 
9 Eftan verreatible baljer beit 95rudj * n einen 

fortlaufenben 95 rucf), ( nadty §. 4. ) inbem man eben 
biefelbe Operation vornimmt , alb ob ber grbftte ges 
meinfdjaftltd;e Sttycilcr gefudjt werben follte; fo reirb 
man ftttben 

£ 4 20929 

\ . 1 ' t < 

■) Sa nemfid) auf jebeb gemeine Satyr ein Ueberfctyuft 
von 5®* , 48 9B> 49®* tyerauöfommt, fo Ifl 
1 Satyr : x Satyren — 5®** 48®* 49®' : 24®** 
= ober 20929 : 86400. 
alfo x = fff §f. ober ln fo viel Satyren betrügt 
ber Ueberfctyuft einen £ag; alfo in fffs§- 20929 
Satyren betrügt er 20929. 1, Hag; b. i. in 86400 
Satyren betrügt berfelbe 20929 Sage, 
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4* 

II 

a 



Stadlern man mm bie Quotienten ec, ß, y te. 

gefunben, fo lagt ftdE) bie 0teil;e &c. leidet 

A' B' 

fotgenber m affen barauö Verleiten. 

4, 7, 1, 3^ 1, 16, 1, 1, 15, , 

4 29 33 128 161 2704 2865 5669 86400 

1 7 8 31 39 655 694 1349 20929 

woraus 



V 
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womtö erhellet, baß ber tejtc 93rud> mit bem borge* 
gebenen einerlei ift. 

2)amit aber biefe 93rüdje befio leidster erhalten 
werben, fcfyreibe man, wie tdj$ ju tfjun pflege, erftlid; 
bte Sfteil;e ber Quotienten, a, 3, y :c. unb unter biefe 
bie gehörigen i8rücf>c 4 1 \ 1 ®er erfle 93rud) 
wirb immer biefenige >$al $um ^alcr fjaben , bie bar* 
über jtefyt, unb jum Kenner bie Siufycit #) 

. - - £ 5 £er / 



') ©ew&buüd) entwie? eit man biefe ISrudje alfo : 



nen 



u. f.‘ n>. 



• (hi 



' I 


0 


4 0 


1 


7 1 


4 


1 7 


29 


3 8 


33 


1 31 


128 


16 39 


161 


‘ 1 655 


2704 


1 694 


2865 


15 J 349 


5669 


* 20929I86400 



UV* 



jten Quotienten jeberjeit eine o , unb barübei: 
bie (Sinbcit. Um nun bie übrigen 34 ün biefe« 
Kolonne ju ftnben, fage man : 

4 mal o ift o, unb l)ier$u i abbirt, ift x* 
Diefe $$ fe§e man unter, bie o, gerabe Jiber 
oon bem Quotienten 7 : 

ferner 7 mal 1 ifl 7, welche ^al unter 1, 
unb neben ben britten Quotienten 1 ju (leben 
fonimt* 91 un fage man wieber 1 mal 7 ifl 7 
unb 1 baju ifl 8 } biß gibt biefiebtlfff 3al ber 

jtreiten 
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Der jwcite wirb jtmt ^crtet , baö ^robuft be« 
tMrubcr ffrfycnben Quotienten in bcn ^aler beb erften 
93 ru(f>b, + i fyabcn, unb grnn Sicnner ben Quoticn? 
tcn, ber bariiber fltefyt* . .< , ;,g 

• . . . . i )'v > '»vs i f i /f 

jweiten Solenne, neben bem Quotienten 3. 
Äieraub ftnbet ftd) b'te fünfte, inbem man, mie 
bisher, biefen Quotienten 3 mit ber baneben fie* 
benben 3<tl 8 multiplicirt, unb ^urn ^Probuct bie 
über 8 flefjcnbe 7 abbirt, nemlicf) 3. 8 + 7 = 3 r. 
Cbett fo ijt 

1* 31+ 8= 39 

16. 39 + 31 = 655 

i* *>55 + 39 = äjji 
1. 694 + 655= 1349, unb enblidj 

15. 1349 + 694 = 20929. 

3) Die britteSolonneroirbuermittelfl eben berQuos 
tienten ber erfteu Solenne, auf eine ganj abnlU 
d)c 2lrt entwidfelt, mie bie zweite : nur mit bent 



Unterfdnebe, baß in berfelben neben ben erftett 



Quotienten 4, 


bie 1 , 


unb über biefe bie 0 


gcfejt rnirb. 


©obann macfye’man 


4, 1 + 


M • . j- • 1 

0 = 


4 unb fetje biefe 
3at neben ben 
Quotienten 7. 


7. 4 + 


1 = 


29 


1. 29 + 


4 = 


34 - 2 


3 * 33 + 


29 = 


128 


1. 128 + 


33 = 


16 t 




16. 161 + 128= 2704 
1. 2704 + 161 = 2865 
1.2865 + 2704= 5669 unb enblidb 
1 5* 5669 + 286 5 = 86400 

2(nm, b, Ueb, 
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Ster dritte 9 $rucb wirb jurn ,3dler, bab ^robuft 
aub beut darüber ftc()cnbcn Quotienten in beit ,3ater 
beb jwcitcu i8rud)ö haben plus dentaler beb erßen: 
unb jum Stenner bab ^>robuft aub eben dem darüber 
flehenden Quotienten in ben Suttner beb jweiten, 
pl us ben Stcnncr beb erften 23 rud; 6 . 

Ueberbaupt wirb der galer cineb jeben iBrudjb 
fepn : ®in ^robutt aub bem darüber ftebenbejt 

Quotienten tn ben 3aler beb porbergebenbeu Sörudjb, 
plus bem £dler beb jweiten porbergebenben ; unb 
ber Stenner ein ^>robuft aub eben bentfelbcn barm 
berftebenben Quotienten in bett Porbergebenben Stern 
«er, plus ben ^weiten porbergebenben Stcnner. 

©0 iß j. 93 * 29 = 7. 4+1 

7 = 7 » 

33=1.29+ 4 

8 = 1. 7 + 1 
128 = 3- 33 + 29 

31 = 3. 8+ 7 tc.tc. 

wetd)eb mit ben Jormeln ( §. 10.) übereinfotnmt» 

ÜJtan fiel;et bi« aub ben SSrücben 4 ^29^ 33 

1 7 8 ' tc. 

baß die eittf.tcbfle (Sinfdjaltung diejenige Pott einem 
Sag in Pier fahren iß, worauf fidb ber 3 »ulianif<f)eÄas 
lenber gründet. 9 ftan würbe aber ber 5 Bal;rbeit nm 
ber Eotnmen, wenn man in einem Zeitraum Pen 29 
Stabren 7 %ggc, ober in 33 $4«« 8 Sage einßbal? 
tete, u.f.w. 9 Dtan jtebt überbiß, baß, da bte 93 rüd)e 

1_ / ^ 2 . t — abwecbblungbwcife fleiner unb grbffer 
178 

ftttb, alb der $3rurf) ^ 4 °° f r j, er ^ 2 4 gt< 

20929 5@f- 48' 49" 

die 
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, l 

y bie Sinfcfyattung cincö Sagö in feiet all# 

gugtoß, biejenige feen 7 Sagen in 29Safyren gu dein, 
bie feon 8 Sage» in 33 ^afytctt wieberum gu groß 
fet), u. f. w. : Stber jebe biefer ©nfcfyaltungen reirb 
für cbenbenfelben Zeitraum immer bie genauere fet)n. 

2Bemt mm aber bie deineren SSrudfje foreol atö 
bie grbflern in gwei befonbre SRcifyen gefegt werbe», fo 
Kaffen fid) audfnodf) feerfdjiebene eingefrfjaltete SSrücfje 
bagwifefyen fiellcn , um bie £Reifye» feotlfWnbiger gu 
machen. Unb au$ biefem ©runbe foll l;icr eben baö 
SSerfa^rc» reie oben gebraust werben , aber fo, baß 
ftatt einer jeben $at ber ober» CKeif>e, nadj> unb nadj 
affe gange >?alen, bie deiner, atö btefejjal ftnb, (wenn 
e$ wetdje gibt), genommen werben. 

5 Benn wir atfo guerjt bie guneljmenben 93 rud£>e 
betrauten, 

i 1 1 1 15 

1 / 2 * 6S P 86400 

1 8 39 694 20929 

fo fielet man , baß ba bie (Sinfyeit über bem erften, 
gweiten, britten unb feierten 55 rud>e flehet, greifen 
feinem berfelbcn ein eingefdfjatteter 93 rud£> ft'cf» befind 
be; ba aber über bem tegtern bie $at 1 5 fielet, fo wirb 
man greifet) eit biefen unb ben feorfjergefyenben feiergefyn 
55r&(f)e einfcfyalten f bnnen, beren $dter biefe aritfyme« 
tifcf>e ^hrogreffton bilben: 2865 + 5^69 , 2865 -f 
2. 5569 , 2865 + 3. 5569 tc. unb bie Sftenner 
fotgenbe : 694 + 1349 • 694 + 2. 1349, 694 + 
3. 1349 ic. 

Stuf biefeSCrt wirb atfo bie feolIfUnbige 3 fteif)e ber 
gunefymenben SSrudje ; 

' 4 , 33 , £ 8 * 5 , 8434 , 14003 f I 9 S 72 » 

I 8 39 694' 2043 3392 4741 
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2514t, 


30710, 


36279, 41848, 


47417 


6090 


7439 


8788 10137 


11486 


52980 , 


58555 , 


64124, 69693^ 


75262 


12835 


14184 


15533 16882 


18231 



80831 , 


86400 


19580 


20929 



Unb ba bcr lejtp 93 rudE> bcttt gegebenen gleich ifi, 
fo fann biefe IKci(?e nicf>t weiter fbrtgefejt werben. 

Sö erhellet otfo bietauö, baß unter benen QSru# 
cfyen, bie ju riet geben , biejenigen, bei welchen auf 
4 1 Sag/ eber auf 33 3 a ^ rc 8 Sage, ober auf 

161 Satyre 59 Sage eingefdjaltet werben, bie cinfad;# 
flett ftnb. 

Saßt und nunmehr auefy bie abnel;tncnbcn 93 rudjc 
betrauten. 

7 3 16 i 

f9, 1^8, 2904, 5569 

7 3i 655 1349 

unb ba 7 über bem erfleren iörudje fielet, fo Ebnnett 
6 anbre bor biefen gefegt werben, bereit c 3Äter folgen# 
be aritbmetifcfye ^rogreffton bilben, 4 + 1 , 2. 4 + 
1 , 3. 4 + 1 tc. unb bie Stenner biefe 1 , a , 3 :c. 
öben fo Ebnnen jwifcfyen ben erflen unb §weiteu 
93rtid) 2 anbre, unb jwifdjen ben jweiten unb britteit 
1 5 , jwifdjen biefen unb ben legten aber feiner einge# 
fd)altet werben, 

Unb ba enb(id) bie bor^erge^enbeSReibe nic$t mit 
bent gegebenen 93 rud> aufl;6rt , fo fann biefelbe nadj 
SöeÜeben fortgefegt werben, (§. 18,) 

^olglitb 
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^otg(id) fmbct fidj folgenbe 9fail;e ttadjflefjcttbcr 
35rud;e : 

5 , 1t x _l f YL t zLf *Ä f tlf 95/ 128 

I 2 3 4 5 6 7 15 23 31 

389 f 45 ° f 61 1 f 77 2 f 933 ^ 10 94 , *255^ 1416 
70 109 148 187 226 265 304 343 



1 577 / 1738 ^ 1899, 2060^ 2221^ 2382 ^2543 
382 421 460 499 538 577 616 



2704,5569,91969, 178369 ^ 264769 ^ 351169 
655 1349 22278 43207 64136 85065 



437569 

105994 



:c. ic. 



tx>ctd£>c alte flciner fmb , alö ber vorgegebene 95 ru<h, 
unb ftdj bemfetben mehr nähern, atö ade anbre 'iBrü« 
d)t bie in weniger einfachen JJalcn auögcbrütt waren. 



$ierau$ laßt fief) fcblicffcn, bafl unter aUett Gtinfdjal* 
tungen, bei welken 311 wenig berauelomtut, biejenü 
gen bie einfachen finb, wo 1 Sag auf 5 °ber 
2 Sag auf 9 3»abrc, ober 3 Sage auf 13 3al;r einge# 
fc^oben werben :c. 



S» bent @regorianifd)en ^alcnbcr werben nur 
97 Sage in 400 Sauren eingefdjaltet ; auö ber Vor« 
berge^enben Sabelic erhellet aber, baf$ man ber 5ßahr« 
l)eit noch naher famc, wenn man 109 Sage in 450 
3af)ren einfd;altcte. 

. . j .. 

ift übrigen^ nod; ju bewerben/ baß man bei 
ber @regoviani(d)cn $8evbefferung bie von (Sopcrnicud 
beftimmtc ^abröliSnge vou 365$* 5 st< 49' 20" jutn 

©runb 



» 
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©runb legte. ©cbraudjt man alfo biefe 3 af, fbatt 
365^ 5 St ' 48 ' 49 " f° f* nbet f«& to 23 vu<f) f§ 3 f§ 
ober 4 f f ; worauf nad) ber Oorbergcfycnben 9 SKetl)o* 
be bie Quotienten 4, 8/ 5/ 3 entfpringen , aue benen 
fobamt folgenbc Jjjauytbrüdje entgegen : 

4 3 5 3 

4 f 33 f *69 f 54 o 

1 8 4 1 I3 t 

wctdjc, bie jwei erften ausgenommen, weit bon bene» 
untetfdjieben ftnb,bie wir oben gefunben t;aben.©em? 
ungeachtet wirb aber bod) ber 23 rudf> 4 °°, ber im ©re« 
gorianifdjen ^atenber angenommen worben, nidjt um 
ter benjeiben gefunben. .Diefer 55 rud) faun aber and) 
nid)t unter benen fepn, welche in ben beiben SRci^en 
unb •£-§■ , 4|4 eingefd)altet werben f&nnen, 
weil er nur jwtfd)cn ^4 unb 4 f 4 fetten fonnte 9 tun 
f&nnen jwifdjen biefen , nad? ber über 4 f r ftc^cnben 
3al 3 nuraSSrüdje eingefd^altet werben, weiche -f4 
unb ftnb. 9 )tan ficht a(fo hieraus, bag man ber 
Wahrheit biet näher gefommen wäre, wenn man bei 
ber ©regovianifdjen SBetbefferung nur 90 Sage in 
einem Zeitraum oon 371 2M)*eu eingcfd)altet hätte. 

2öenu ber 18 rudj in einen anbem b®*wam 
bett wirb, begen $aier =p= 86400, fo wirb berfelbe 
= 4444 4 / wefcfjcö »orauöfcjte , bag ein tropifc^eö 
SM)* 365®- 49' 12" wäre. 

93 ei btefet ©regovianifc^en Snte*poIation wäre 
alles richtig. ®a aber bie 93 eobad;tungen baö Sat)r 
um 20 ©efunben fürjer angeben, fo mug nofhwem 
big nad) einer gewiflen $cit eine neue ©uifd;attung 
borgenommen werben. 

©eilte 
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I. , .* 

(Sollte bie 53 cftimmung beö bc la (Saillc He 
wafyre fepu, fo würbe (nad)§. 14. ) ber 93 rudj 
-f-g- genauer fct>rt/ alö weil biefed lejteren Sftens 
ncr 07 jwifdjen bie 9 lenner bc$ fünften unb feisten 
ber oben gefunbenen $auptbriid)c l;inctnfalft* ©<* 
aber bie SÜftronomcn über He wafyrc SMnge bcö 
nodj) ntd£>t ganj einig fütb , fo will id) biefe Materie 
liiert weiter »erfolgen, inbent mein ^wef nur gewc# 
fen ift, bie Slljeoric ber fortlaufenbcn 93rud)e ju er* 
lautern, unb auö biefer Urfad;c werbe id; aud) nodj 
folgenbeö 55 eifpiel Ijinjufefen. 

II. 55 e i f p i e l. 

§. 20 . 

5Btr fabelt bereits §. 8. ben fortlaufenben QSrudj 
angegeben, ber, nadj £ u b 0 1 p l; , baS 55 erl;dltni 0 ber 
speripfyerie jum Siatneter auSbruft. wirb alfo 
aud) , nad) ber im »orl;ergel;enben 55 eifpicl angejeig« 
ten 9lrt, bie SKetlje ber 35 rüdje beregnet werben f6n* 
«en, bie biefetn 55 erl)attni$ immer n&;er unb nÄl;er 
fommen. ©ie ift folgenbe : 

3 7 15 i 292 1 1 

3 , 22, 333 , 355 , *<> 3993 , *° 4348 , 20834 1 
1 7 106 113 33102 33215 66317 

1 2 1 3 1 

312689, 833 ?i 9 , 1*46408 ^ 427*9 43, 54 1 935 * v 

99532 265381 3 6 49 i 3 13601^0 1725033 

14 21 

80143857 f 165707065 ^ 245850922 

25510582 52746197 78256779 



1 
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I 1 ,2 

4 H 5579 B 7 f I068966896 f 2549491779 

I3IOO2976 34026273I 811528438 

2 1 ' 1 

61,67950454 1488539^6 87 , 21053343141 

1963319607 4738167652 6701487259 

84 2 

1783366216531 3587785776203 

567663097408 1142027682075 

1 v 1 

53 7 1T 5 I 99 2 734 f 89 58,93^768937 

17096,90779483 285x718461558 

15 3 

1397552x85267 89 428224593349304 

44485467702853 136308121570117 

13 < 1 

5706674932067741 6134^8995 2 5412045 

1816491048114374 I952799X6968449 1 

4 2 

302462 73033735921 66627445592888887 

9627687726852338 21208174623389167 

6 

430010946591069243 

13687673546718734° 

6 

2646693125139304345 

8424685874265x3207 
BLCfcil, © X 
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i* 

30767040 717 30373588 • • 

9793453- 2 8937°o547 
Siefe 93vüd)e werben abwedjölnngbwetfe Cfctuete 
unb großer, alb bab wal;re 33erl;Ältniß bcd Untfangö 
eitteb girfelb ju feinem 25urd;meficr fei) tu SRcmlidf 
£ ijt Heiner, gr&ffcr, u. f. w. 2>cber fccvfclbcn 
tibetr voivb bet SBaßrßeit naßer fomnten, alb jeber 
anbre 'QSvud) , bet in einfadjeren $alen »utbgebruft, 
ober überhaupt, beffen kennet fl einer wdve. 

s X3ab nun ben Jeblcr eincb jeben 25rnd;b anbe# 
trift, fo wirb bcrfelbe jeberjeit Heiner feint alb bie 
(Sinfyeit, bivibirt burd) bab ^rebuft beb •’ftennerb 
biefeb ■ < 23vucf)b in ben sJtcnncv beb hddbßfolgcnben. 

Sllfo i(t j. S3. ber Jcljlcr von -§ Heiner, alb ff 

* I * 7 

ber Von ff. Heiner alb L_ u. f, w. >$uglcid> 

7 7 . 106 

wirb aber and) ber 3M)lev eincb jeben SSnufjb größer 
fct)it, alb bie <5inl;cit, bivibirt burdj bab s probuft vott 
bejfcn Kenner in bie (Summe biefeb Sftenncrb unb 
beb nÄdjftfblgcnbcn sJtcnnerb ; fo baß ber Jefylcr Vou 

§ .größer ift, alb 1 ober I / ber von ff 
i i* (i+7) 8 7 

größer, alb 1 ober alb 1 

7 (7 + 106 ) 7 . 113 

unb fo weiter. ( (S, §. 14 .) 

$$cnn man biejenigen 95vud)c, bie Heiner fi'nb, 
alb bab iBerl)dltniß ber ^cripbcrie jum TMameter 
von benen , bie größer, alb biefeb 93crl><Ultnib ftnb, 
«bfonbert, fo f ann man burd) Jgilfe ber eingefdjalteten 
i ... 53 rud)e 
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s Brörf>e jwet 3ftcil;cn Bilben, modon bic eine fteigent», 
bie anbre fallenb ift, unb bie fief) beibe bem wahren 
9$crl;dltniß immer mefjr «nb met;r nai;crn. ©ie 
frnb folgenbe: 



.«dam Btfife *14 

■Diametcr 



3, 25, 47 


/?»/ 


£1* 


”3, 


*35 , 




179 


1 8 15 


22 


29 


36 


43 


50 


57 


201^ 223^ 


245, 


267, 


289, 




333, 


688 


64 71 


78 


85 


92 


99 


106 


219 



1043 ,^398 ; 1753, 2108. 246 3 & c . 



332 445 558 671 784 

1 

- - i 1 

©rBjfcre «Brüche, aU 

.Diametcr 



± tlr . 


IO 12 l6 

— t —f —t 


llr 2 -!' 


355, 104348 


I 2 


3 4 5 


6 7 


113 33215 


312689 


, U 4 6 408 , 


54 T 935 X 


, 85563208 


99532 


364913 


1725053 


27235615 



165707065 f 411557987 , 1480524883 &c# 
52746197 131002976 471265707 

3eber 53rud£j ber erften SReifyc nähert fief) ber 
3Bal;rl)cit mcl;r, a(ö jeber anbre fleinere 93rudj, ber 
in einfacheren |jalen außgebruft rodre, unb jeber 93rud> 
ber jweiten Ovettje nähert fid; ftdrfer alß jeber anbre 
grbffere in einfacheren $alen außgebrutte. 

/ * . 4 ' * . • * * , • i , 

© 2 Snbefie» 
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^nbcffen würben biefe 5TCcil)en fcT)r weitläufig 
werben, wenn wir fi'e, wie in ber borhtn bcrccijin tcn 
fReibe ber Jj?auptbrud;e, forlje§en wollten. Die ©rdns 
jen biefeb^ikrtb erlauben nun nicht, fi'e in ihrer gan# 
jetiQlubbelinung l;ter cinjurücfcn; manfi'ubct fie aber 
im XI. Kapitel feen Wallis Algebra (Operura 
Mathemat. Tom. II.) 
v ; ’ " ■ . r 

;? v Ölnmerfung; 

§. 22 . 

Die erfte 2tafl&fung biefeb probletttb würbe bon 
5Ö a 1 1 i b in einem t leinen Straftat gegeben, welcher 
ben 2lnl;ang ju beit nadjgclajfenen Werfen beb 
$orroctub aubntadjt, unb ifi in ber angeführten 
©teile feiner 93ud)jlabcurcd)mmg ju ftnbctt. Stber 
bie SDRethobe biefeb ©djriftjMerb iji inbireft unb 
ungemein mttl)fam. diejenige , bie wir hier borge;; 
tragen, bat tnan bem Jjjut) gen b ju berbanfen, unb 
lann alb eine ber »orjiiglid)(lcn Srflnbungen biefeb 
grojfen ©eometerb betrachtet werben. Die Werfer? 
tigung feineb planetarii fdjciut il;m bie erfee ißeran; 
laffimg l;icrju’ gegeben ju haben. -Denn um bie 53 e; 
wegungen unb pertoben ber Planeten genau borju? 
fteUen , werben 2R5ber mit einer folgen Sinjal bon 
^hnett erforbert, welche mit jenen perioben im ge; 
naueflen53erh<iltniffe ftet;em Da aber bic^dhnc nid;t 
über eine gewi jfe ©rattje, bie bon ber ©rbffe beb üKabb 
ubljdngt, berbielfdltigt werben f&nnen, unb bieperio; 
beti ber Planeten incomtncnfurabel ft'nb , ober bod) 
wenigflenb nur in fel;r groffen ^alen mit einiger ©e; 
tiauigfeit borgeflcllt werben f6nnen,fo beruht alfo bie 
ganje ©cbwierigfeit barauf, 5ßerl;dltnife ju ftnben, 
bie, in kleineren 3alen aubgebruft, bennod) ber5Bal;rs 
J h * - heit 
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()cit fo nafyc, alß m&glid;, fotnmen, unb jwar ndl;cr 
alß jebc anbre $ 8 erl;iltm{fe, bie nid;t iu gr&ifercn $a# 
ten gegeben waren. 

$ liegend l&ßtc tiefe $ragc burd; bie forlaufcn# 
ben l 58vud)C auf, nad> bev 9Öletl;obe bie wir eben ge« 
jeigt (;abeit. ®r lehrte bie 2lrt, fteburdf) fortgcfcjteß 
®ibibircn jü ftnben, unb bewieß fobann bie bor^üg# 
tid^fien (Jigenfdjaften bet cenbetgirenbcn Q3vüd;c, je« 
bod; mit 2lußnal;mc ber ringefdjalteten. 

SSJlan fel;c in feinem Opere pofthumo bie 9fb« 
fyanblung Defcriptio automati Planetarii. 

• . . zv • 1 ' 7 

2 ttibere groffe ©eometer traben bie fortlaufenben 
SSrüdje nod; allgemeiner betrautet. 20 lnn ftnbet befons 
berß in ben Petersburger Comment. ( nctnlid; im 
IX.unbXl. 53anbe ber Eltern, unb bemIX. unb XI. 
ber neuern), mehrere 2 lbl;anblungen bon CSuler, bie 
boll ber gelef;rtcfien unb fmnreidjften Untcrfud)ungen 
über biefc Materie finb ; $lber bie Sfyeorie biefer 
Q 3 rüd)c, bon ber 2 lrttl;tnctifd;en , unb bemnadj tl;rer 
intereffantcjlen ©eite bctrad;tet, war, wie midi) bcud;t, 
biSl;er nod; ntdjt fo" bearbeitet worben, wie fte eß ber# 
biente *) , unb biefer Umfianb f?at mid; borjügltd; 
bewogen, biefe {leine 9 tbl;anblung aufjufefen, um bie 

U 3 (Geometer 



O Sn Sambertß beitragen, jum ©ebraueb bec 
50fatl)cmatff , II. XfjeÜ III. Slbfdmltt, ftnbet man 
ebenfalls eine jiemlid; oolljianbige Slbfjanblung über 
bie fortlaufenben £5rüc$e. 

2Cnm. b. lieb. 
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©contetcr mit biefcr wichtigen 9 Eftaterie bekannter 511 
machen. SJÄan (ehe aud? bie berliner 25 cnfwürbtg* 
feiten öon 1767 uttb 1763. 

Uebrigenß ift biefe Theorie buvcf) bie ganje 9 lrith# 
inctf?i£ bon bem au6gebcl;nte(lcn Linien, unb cß gibt 
wertige Probleme itt biefcr ^Ißijfcnfdiaft , wcnigficuß 
unter betten , bei welken bie gewöhnlichen Siegeln 
nicht' jurei‘d)cn , bie nic£)t mittelbar ober unmittelbar 
babott abhängen. Johann 3 $ er n 01t Hi hat erft 
lurjlid) eine glu£IidE)e unb nujlicf)e ülttwcnbung bet* 
felbctf bei einer neuen 2lrt bon Salcul gezeigt, beu er 
erfunben, um bie Verfertigung ber Tabellen ber ^ 3 rw 
portioualthcile jju erleichtern. SOlatt (ehe ben erjben 
Vanb feitteß SBerfß baß ben £itel fuhrt: Recueil 
pour ies Aftronomes. 






3tt)eite6 
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SOJetljobe, um diejenigen ganjett Barett ju 6e* 
. jiimmen , meiere Uii&ejttmmte Formeln mit 
jmei unbekannten ©rbfifen in Minima der* 
wandeln. 

<j^ic fragen, mit betten mir unb jejt befebaftigett 
wollen, unb für welche wir in biefetn Kapitel 
birefte unb allgemeine SOtetboben geben werben, ftttb 
in ber unbeffttmnten 2lnalptif bon ganj netter Slrt. 
9tocb nie batte man biefe SEBiffenfcfjaft auf bie probte« 
me bon ben ©rbfjten unb ^teinflen angewanbt. 
Sn ben folgcnben Unterfliegungen werben wir nun 
bie Minima, ober fleinjicn ^Berthe, ber rationalen, 
ganjen unb gleichartigen gunfttonen mit jwei unbes 
f annten ©r&jfen bcjUmmen, wenn biefe lejteren ganje 
J3alcn fcpn follen. 2>iefe grage wirb und wteber aut 
bie Stbeorie ber fortlaufcnben QSrücbe jttrüffubrenf 
«nb berfetben einen neuen 0rab bon iBollfommenbei, 
geben, 

i. go r o b l e m. 

T ... j 

§• * 3 - ' 

(*ö fet) eine bejahte ©rbjfe a gegeben , unb y 
nnb z bebeuten ganje bejahte £alen, bie feinen ge« 
»jteinfcbaftlicben Stbeiler haben. SDfym fucht foldje 

4 Qöcrt^c 
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^HJcrtTjb für biefe >Jafcn, wobitrd) bet 2lu$bruf y- az 
(ebne Dvuf|Td)t auf baö ^ctcfjcn ) in 2l6ftcf)t auf alfe 
ffcincre $afen, bic man ßatt y unb z fc§cn fönntc, 
ein ^feinßcd wirb. 

(£‘ö fet)cn p unbqgan§e>?afctt, bic feinen gemein« 
fd^afrfidjen Steiler l;abcn, tmb bie für y unb z in bcn 
Sluöbruf y — az gefcjt, benfefben f feiner madjen, 
«Id menn matt anbre gafen, bie f feiner als p unb q 
finb , bafur fcjte. 5öcnn alfo r unb f jebe anbre 
ganje, bejahte >?afcn bebeuten, bic feinen gcmeinfd)aft« 
liefen Steiler fyaben, unb habet jugfeid) ffeiner, afd 
p unb q fittb, fo muff ber ^Bcrtf; non p - aq ffeiner 
afö ber ßBcrtfy non r -af fct)n. (5Bobci man non bett 
Reichen biefer (tröffen abßrafyirt, unb fte atfo beibe 
als 1 bejaht betrautet.) Saßt und nun r unb f fo au« 
'nehmen, baß pf — qr = ± i, wo bad obere 
•d>en für ben Jaff gift, ba p — aq bejaht, unb bad 
untere für benjenigen , ba biefe @r5ffc nemeint ifh 
'(^Ü)tr werben fogfeid) fcf?cn , baß cd immer mbgfidf) 
iß, fofd)c ^afen ju ftnben,bie biefer $3ebtngung @enü# 
ge leißetu) 25iß noraudgefcjt , werbe id) jejt bewei« 
fett; baß wenn man ßatt y unb z anbre >3aten, bie 
ffeiner afd p unb q ßnb, fegt, ber Qludbruf y — a z 
immer größer fet)n wirb, afd p — aq unb r — a f, 
( wo wir and) fyier wieber non ben geidjen abßraf)i« 
ren.) £)enn wenn y = p t + r u, unb z = q t + f u 
gefegt werben , wo t unb u unbef annte ©röflen nor« 
ftcflen, fo evfydlt man burd; Sfußcfung biefer beiben 
©feidjungen 

• t = f y ~ rz f u = qy~P z 

pf-qr qr-pf 

affo, weif pf-qr = ±i, 

t=±(tff-rz), unbu = i(qy-pz) 
u '• woraus 

I 
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woraud bctttfid) cr^cCfct, baß t imb u immer gamje 
galcn fepn werben, weil nad) ber f8oraudfe|uitg p,q, 
r, f, y unb z ganje >3alen ß'nb. 2>a alfo t imb u 
ganje ^alen, p, q, r unb f aber ganje bejahte 3alen 
finb , jo iß ftar, baß, bantit bic ‘©ertfyc von y unb z 
j Heiner, ald p unb q werben , bie ©rbjfen t unb u 
notl;wcnbig t>crfd)icbcnc $cid)en t;aben muffen. 

(£d muffen aber audj r - a f unb p - a q fccrfdjie* 
bene$cid)cn l)abcn; benn, wenn p-aq=P, unbr- 

n P 

a f = R , gefcjt werben, fo wirb £ = a + _ unb 

q q 

r 1 R 

_ = a + _ fepn. Slbcr aud pf — qr = ± 1 * 

ff, * 1 

folgt P — T _ — + _L ; folglidj ^ 5 — ±_1* 

q f qf q f qf 

2)a aber bad hoppelte »Jeidjen ßd) nad) p — aq ober 

P R 

nadf) P rietet, fo muß alfo _ — _ notfywenbtg 

q f 

bejaht fcpn , wenn P bejal;t iß, unb toerneint, wenn 
P verneint iß. £Seil nun f < q un£d£> P (nad) ber <h. 

" D D 

fßoraudfefung) ; fo iß alfo um fo mefyr _ > _f 

f q 

(wo wir wiederum t>on ben^eidjen abßral;ircn.)$olg* 
lid) wirb bie ©r&jfe £ — ^ mit b. i. mit R, 

q f f 

(weit f immer bejaht tß,) Perfdßebcne $cidjen l;aben, 
b. i. P unb R werben Perfdßebene^eidjen fyaben. 

2)iß öoraudgefejt fubßituire man nun bie für y 
unb z gefundenen 5 Bertl;e, fo ergibt ßd) 
y-az=(p~aq) t+(f-af) u = Pt+Ru. 

& 5 £)ft 



Digitized by Google 




I 



58 II. Stap. SSott t>cn fOJintmiS un&efitmmfet 

.Da aber t unb u üerfd)icbcnc £ci$en l;aben , fo wie 
aud) P unb R, fo erhellet, baß Pt unb R u einerlei 
>?cid)cn ^abcit , unb ba t unb u überbiß ganje *Jalen 
fi'nb/ fo muß y - az immer großer alö P unb R, ba$ 
iß, alö p - aq unb r - af fqjiu 



Stirn fragt ftcfjs nod), ob, wenn p unb q gegeben 
fin'o, immer foldje $alen r unb f gefunben »erben 
formen, bie fleincr alb jene, unb jugleid) fo befdjaffen 
ftnb, baß p f - qr =+ i.fct) ? 2)iß folgt jmar unmif« 
tclbar auö ber Sl;eorie ber fortlaufenben $*rüd)e, 
fann aber aud) ot)ne biefe Theorie auf eine birefteSlrt 
enoiefen werben *). SDfe ©djwierigfeit befielt bars 

inn. 



ft ) ©er 58ewetö auö ber Xbeorie ber fortlaufenben 
58rud>c ifi folgenber : 9tadi) ber im t>orl)ergel)ens 

ben Äapitel gezeigten üftetbobe »erbe — burd) 

#&tfe ber fortlaufenben 93rüdje ln eine 9teflje93rus 

d>e ocrroanbelt, bie ßd) bem UBertb — immer 

' q 

meljr unb mehr nahem, ©lefe 9teif>c feoe 



A , Ef , C , .... M_ , p_; 

A' B' CD' M' 



fo iß, wenn _ 
M' 



unmittelbar t>or 



L »orangeljt, 

q 



trad) bem obenerwiefenen (Safee, p M' ~ q M = + 
i ; ober: wenn M' = f, unb M = v gefegt wirb, 
pf-^qr=± i, golglicb aud) umgefebrt, bamit 

f 

pf~qr= + i.fep, muß _ ln obiger 3telf)e ber 



r 



unmittelbar uor L ßefyenbe SSrudb ferm , welker 

q 

bemnad) fef)r Iei8)t gefunben werben fann. 

#nm. b. Ueb« 



\ 
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Formeln mit swet unbefomnten ©tröffen« 59 

hm, ju beweifen , baß cd nottywenbig eine gange Be* 
jatyte »$al r gebe, bic flcittcv alß p, unb juglcidj fr 
bcfd)affeti ifl , baß q r + 1 mit p teilbar werbe. 
50] an fefc temnaefi fbatt r nad; unb nad; alle ngtürli* 
d)C>$alen 1 , 2,3,bi<3 p, unb biDibirc bic £alen q±i, 
sq+i, 3 q±iic. pq±i burdf p; fo erhalt man 
p Uebetreße/ bie f (einer finb «lo p, unb notljwcnbig 
alle Don einanbev toevfd)icben fepn muffen. ®enn, wenn 
g. 53. m q ± 1 unb nq+i (iwm unb n unter 
fid) fcerfcfßebene , ganje $a(cn berßcllcn, bic deiner 
ald p fütb,) burd; p biDibirt einerlei Ueberreß gaben, 
fo müßte ifyr Untcrfdjteb (m — n) q buvd^ p ti)ciU 
bar fetjn. ®iß iß aber unm&glid) , weil p unb q 
feinen gemeinfc^aftlidjcn Ül^ciler ljaben, unb m — n 
deiner alb p iß. 5Bcil benmadj allelleberreße nidß 
nur bejahte $alcn unb deiner ald p,fonbcrn aud> alle 
untereinanber berfdßcben ßnb ; unb weil überbiß bie 
Slnjal btefer Ueberreße p iß, fo iß dar, baß not!;? 
wenbig aud) einer unter bcnfclbcn = o, unb folglich 
audj eine ber galen q± 1 , 2 q+i/ tc. pq + 1 bitrdj 
p tfycilbar feijit muß. £>a biß aber bie leitete, nems 
(id) pq+i nie fcpn fann, fo folgt atfo, baß cd einen 
5Bcrt!f) r, ber deiner ald p iß, gebe, ber fo befdjaffen 
iß, baß r q ± 1 burdf> p tl;eilbar werbe. »Jugicidb 
erhellet aber a«df> , baß biefer jüuottcnt deiner ald q 
fcpn müffc *) 50liti;in gibt ed- immer einen ganzen 

bejahten 

1 > 



°) 25aß f Keiner alß q fet>tt mftflTe, erhellet aud folgen* 

San: f= 1 r±r - 

, P 

2Bare nun f nldf)t ((einer, <dß q, fo müßte ed ent* \ 
Weber > q ober = q fepn. 

<*ß 
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6o II. 5?ap. Sßon t>en SÜititimB un&ejJimmtec 

bejahten ‘SBJerth r , bet Heiner alö p , unb einen an« 
betn f, bet flehtet alö q ift, bie bet ©leid^ung f = 

^ r — 1 ober pf — qr=+i. genüge leijten. 

P 

§. 24. 

jjMeraitö ft eh man, baß unter ben >$afen, bie Hei* 
net alö p unb q ftttb , r unb f biejenigen ftttb, bie ben 
SluSbruf y — az §u einem Äleinffen machen. 

SJftan f)eiffc, bet Äutjc wegen, bie >$aten r unb f 
ton nun an p' unb q'; fo ifl alfo bie iöebingung p q'- 
qp / = + 1, unb bie ©r&ffen p — aq unb p' — aq' 
ftnb'bic beiben auf einanbet fofgenben Minima in bet 
«Reihe bet 2 Bertl;c ton y — a z, wenn flatt y unb z. 

i alle 

<£s fco im er {len $all f = q + z , wo 2 eine ganje 
3 al fepn muß ; mithin wäre 

q+z = ~ x ’ ; alfo q p + p z = q r + 1. 

P 

aber p > r ; a'fo q p > q r •, folglich 

pz< + 1 ; welches unmöglich i(l, ba p unb z 

gattje £alen ftttb. 

Ptabrne man aber an , eS fep f = q, fo müßte 

q = ~ 1 t unb alfo pq= qrjii fepn. £>a 

P 

{ aber p, q unb r ganje -Sälen finb, unb uberbiß p >r 
ifl; fo feo p = r + z , wo z alfo eine ganje ^al fetjn 
muß ; folglich wirb qr+qz=qr + i, unb baber 
qz = +i; welches ebenfalls unmöglich ijl. €S ifl 
alfo f weber größer , als q, noch gleich q> folglich 
fleluer als q. 
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gormefa mit jroei unhefannfcn ©röffen* 61 

i 

alle £alcn gefegt werben, bic nicht gv&ffev alb p ttnb q 
finb. Diefe Minima werben berfeßiebne Reichen l;o* 
kn, utib bab zweite wirb unmittelbar großer, alb bab 
evfic fctjtu ' 

(Sb iß flvir, baß man auf eben bicfelbc 9lvt gvrei 
anbte^alcn p“unb q 11 finben fann, bie flciner alb p l 
unöq/nnb in Ölbfid^t auf biefe eben bab Dorf eile», wab 
p'unb q 1 gegen p unb q finb. Da alfop-aquitbp'-a 
q l öevfd)iebcne $eid)cn haben , fo muß p‘q u -q l p u = 
i gefegt werben, unb bic ©roflc p“ - aq“ wirb 
fobann mit p l - aq 1 »erfchiebene Riehen haben, unb 
grbffer alb biefe lejtere, jugleich aber flciner alb jeber 
anbre SEBcftl; ton y-az fct>n, wofern y unb z flciner 
alb p 1 nnb q 1 finb. ©cjt man biefe ^cf)lüjfe weiter 
fort, fo wirb man wicbcr neue $alen p lü unb q 111 
fittben, bie flciner, alb p 11 unb q“ unb fo finb, baß 
p u q“ 1 - q 11 p ! “ = + i , unb burch welche überbiß 
bic ©r&jfcn p UI -aq 1M unb p u - aq 11 nicht nur t>c r* 
fchicbcne 3^ä;en erhalten , fonbern auch bic erftere 
grbffer alb bie anbre, aber hoch flciner wirb, alb wenn 
man fatt p m unb q 111 anbre »Jalcu nähme / bie flei* 
ncr alb p 11 unb q 11 finb, u. f. w. 

Stuf biefe 9lrt ergeben fch jwei Leihen bon ab* 
nchmenben ganjen $alen p> P 1 / p‘V p“ 1 tc. q, q 1 , 
q 11 , q m ic. bie fo finb, baß 

pq l - q p l = ± i. 

p l q 11 - q 1 p n — ± i. i 

:c. 



beb 



pii qiu _ qüpiu 



= ± I* 
welche bie ^Keife ber ^leinßen 
P - aq 



>•1 - 



aq 1 

aq 1 ' 

aq" 



u» 



Digitized by Google 




62 II. $ap. SSott ben SDhmmts un&ejftntntfcr 

bcö 9tu6brit?$ y-az geben »erben. ®iefc Minima 
haben tocrfdßcbene ^cid^cn , unb hüben juglctd) eine 
fnUenbe iRri^e, fo baß jebeö ©lieb »ie p 11 - aq" ttt 
Sfbficfjt auf bie ^ßertfje fcott y unb z , bie ! lein er alö 
p 1 unb q l fütb, ein Minimum fcpn muß. 

J^ierauä folgt alfo , baß bie corrcfponbircnbcn 
©lieber beiber iRcifycn p, p 1 , p 11 tc. q, q 1 , q 11 tc. 
d(;n(id)e ©genfdjaftcn fyaben, unb alle baö gegebene 
Problem auflbfctt. 

9Iun fomrnt eö nur nod) barauf an, bie beibett 
5ReÜ;en wirftiefy ju fttiben. 

3 i<f> bemerfe alfo i°. baß wenn man bie ©ich 
cfmngcn pq l - qp l = + i unb p l q ll -q‘p 11 = + i. 
abbirt, bie Summe (p-p n ) q l - (q -q 11 ) p 1 = o 
unb bal;er q l (p - p u ) = p l ( q - q 11 ) fepn wirb. 
5 ßcit aber btefe ©teidjung in ganjen ^aten bcßcl;cn 
foll, unb p l unb q 1 toermbge ber ©Icidjuttg p q l - q p l 
=± i. feinen gemciufdjaftlidfjcn 2 l;cÜer l;abcn fön* 
nett, fo muß p.-p 11 burdj p l tfyeÜbar fct;n; l;cißt 
alfo ber Quotient, ber auö biefer 3 ü;etfung entfpringt, 
ix, fo iß: p-p“ = jup 1 unb p = p p l 4- p u , »oraud 
ferner *) p q l =q - q", unb bentnadj aud) q = //q 1 -f 
q u folgt. Stuf eben biefeibeSlrt fmbet man, wenn man: 
bie ©leidtungett p 1 q“-q l p u = ± i, unb p 11 q“ 1 -* 
qiipiii- 4 - u abbirt, unb <£hnUd> <Sd£)tuffe »ie oben 
madjt, p 1 ^ 1 p 11 -f p m , q 1 = M‘ q lI + q 111 / wo p l 
eine gattje »Jal bebeutet , u. f. w. 

... 25a$ 

ö ) 2Benn nentlid) in q l (p-p 11 ) = P l (q-q 11 ), att» 
ßatt p - p u Oer SSBertl) fx p 1 gefejt, unb auf beibett 
©eiten mit p l bioiblrt wirb, . - * 

2 t. b. U. 
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Formeln mit jmei unbefannte» <25r6ffeit. 63 



£aö ©efej biefer beiten Sfteiben ifi bcmnac^: 



’ p =/* p l t 


+ p u 


q 


= 


q 


+ 


q !I 


p 1 =v p 11 


+ p ül 


q l 


= /<, 


q 11 


+ 


qiu 


p 11 =A* n p“‘ 


+ p iv 


q ü , 


= A* 


qiu 


+ 


q iv 


p lll vv v 


+ P V 


q m 


= / l 


q iv 


+ 


q v 


&c. 






&c. 








wo bie 


H- > & 


H n IC. 


alle ganje. 


bejahte 


^alcn, unb p, 


P* P ' 


p UI tc. 


q> qV 


q“/ 


q 


.1 * . 

%> V ♦ 



jwei fallcubc 2Reil;en bitten,. 



3luö biefetn ©cfc|c ficfyt man, baf? man nur bic 
galen / u, fx l , /u 11 :c. ju noiffen brauche, um alle ©lies 
bev beiber 9?cil}en ju ftnben , wenn man anbcr$ bie 
jwei testen ©lieber bafclbeu tveijj. 



©nbftititirt man nun obige 9Bcrtl)e, fo ergibt fidj 
p -aq =// (p 1 -aq 1 ) + p u -aq‘ r 

p 1 -aq ‘=V (p^-aq 11 ) + p m -aq lu 
p u -aq 11 =/u a (p ÜI raq ÜI ) + p l% -aq iv 
p lu — aq li — /x 111 (p lV -aq lv ) + p v -aq v 



SBorau* = P-^ + ^““P 1 - 
p l - a q 1 p 1 - a q 1 

1 = p~ a q l + a q l "--p llt 

p u -aq u p u -aq 11 

«II q rill' a n(V n lV 

U-. p -aq ^ a H P 

p m -aq 111 p ul -aq ul 

9 Dtan bat aber oben gefe^en, tag bie ©rbffcn 
p - aq, p‘-aq l , p n -aq u :c. eine SReibc bon ©lies 
bern bilben, bie immer juncfymctt unb abmec^elungös 
weife befaßt unb verneint jinb 5 worauf folgt , tag 

bie 
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64 II. SS011 t>e» SDJintmiS unbejfimmter 

bic trudle P ~ ac > / P*~ a q 1 , P“-*q u & c . alle 
p‘-aq l p 1, -aq“ p ,u -aq ,n 
Verneinte 3Bertl;e l;aben, bie Keiner atö bic ©inl;eit 

ftnb, unb baß im ©egentf;eif bie 93r&dje a< ^ ~P 

p 1 - a q 1 

ac * £ ic. alle bejaht unb griffet afö bie ©inl;eit 
p 11 - aq u 

ftnb. .Da affo bie erßeren jwif<f>cn ben ©rifnjcn o 
unb — i enthalten ftnb, fo lann man biefe ©rinjen 
flatt berfclben fefen, vx»orauö 



ff 


< 


aq" 


-P U 


> 


aq u -p n 


— i. 






P 1 - 


aq 1 




p 1 - a q 1 




u l 


< 


a UI - 


q p ul 


> 


aq 111 - p UI 


— i. 


/ 


P U - 


aq 11 


p 11 - aq 11 




a* !I 


< 


aq iv 


-P lV 


> 


aq ,v -p iv 


I. iC. 






p m - 


aq 111 




pitt-aqui 





©6 ift aber Kar, baß biefe ©ränjen binreidjen, 
um bie $afen fx, fx\ fx 11 :c. ju bejtimmen, weit man 
weiß, baß eö lauter ganje Jjafen feijn muffen. Stuf 
btefe 2lvt l)dngt bie 53eßimmung üon fx nur »on ben 
riet ©fiebern p 1 , p u , q l , q", bie toon fx 1 nur turn 
p“, p lu , q 11 , q lu , ab, u. f. n>. $ennt man alfo bie 
^Berttje üon p 1 , p u , q l , q 11 , fo ftnbet ft cf) juerffc p, 
unb fobann bteranö p unb q au$ ben grormefn p = p 

p l 4-p 11 , q = / xq 1 + q 11 . 

©ben fo finbet ftcb u l auö ben ©fiebern p u , p HI , 

„ n ui_ n tii 

q 11 , q 111 , rermbge ber 53ebingung p x < 

p u - aq 11 

> 
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$ormdn mit $n>ei unbefMmtmöröfjew. £5 

>• act JV — i ; Ißeroud ergibt fi'cf) p T , q 1 au$ 

p" - aq" . ' ' • 

ben Formeln p' = /p' / +p / ", q'= / q" + q'" 
fobann p , urjb enblid; bierauö p unb q u. f. w. 

Qtiiö biefen 5Sctrarf)tungen folgt alfo, baß man 
nur bie jrcei Icjtcn ©lieber bon jeber ber beiben cov« 
tefponbireiiben 3Rci^>en p, p', p" ic. q, q', q" ic. 
ju reiffen braune, um bon benfetben §u allen übrigen 
©Hebern hinauf ju (teigen , unb alfo bie beiben iRct 
l}an ganj ju bcßitnmen. r - ; ' 

©o w«üre alfo biefeö Problem barauf jurüfge« 
fül;tt, baß nur bic beiben lejten ©Heber jener Otcil;en 
gejuckt werben bürfen. 

©ö muffen aber beibe fKeiijen, ibjrer Statur uadj, 
ftd; mit o enbigen ; benn auö ben Jormetn p = p 
p' + p", p' = / p" 4- p'" tc, erhellet, baß p ber 
Quotient unb p bcrStcß ber £)ibifion bon p burefy p' 
iß, baß f/ ber Quotient unb p"' ber 3Rcß ber ®ibi « 
fion ben p' buvcfy p" iß, u. f. to., fo baß alfo p", p'" 
k. bie Uebcrreße botßeUcn, auf bie man gerate wenn 
man ben größten gcmcinfrf)aftHif)en Steiler ber bei« 
ben v 3alcn p unb p' fließt, welche lejtere nacf> ber 
93orauöfc£uug unter ficb ^rimjalen ßnb; folglich 
muß man not^wenbig auf einen Steß fommen, ber = 
o iß. ©ben biß gilt aiufy bon ben ^alcn q", q'" ic. 
bie nic^tö anberö ßnb , atö bie berfdßcbcnen Uebet* 
reße, bie auö ber Unterfuc^ung beö größten gemein» 

fcfyaftlicfjen &f)eiler6 bon q unb q' entfpringen. 

• •* * - - ■ 

©efejt nun bie Steife q, q', q" tc. enbige ßcß 
bor ber corrcfponbtrenben Steife p, p', p" k. unb 
III. Ibeil, ' (jp g« 
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66 41, $<n>. 93on Den SDlimmtS uit&ejfimmter , 



cd fct> 5. 53 . q lv = o ; fo berwanbclt ffdj bie ©Ick 
d/ung jff 11 q iv - q 111 p lv =+ 1 in q m p lv =+ 1, 
unb weil q lu unb p iv nid)td auberd ald bejahte £alen 
fbmien, fo folgt fieraud, baff q m = 1 unb p iv = i 
fet) ; • tnitfin rcrwattbcltt ftd; bic beiben ©röffen 
p 111 - aq m , p lv - aq IV in p ul - a unb 1. 5Bir fa* 

: bcn aber gejeigt, baff btefe ©rbffcn bcrfdffcbcttc QeU 
efen fabch, unb baff (ofttc SKüfftdft auf bie ^eiefen) 
bic jweite gr&ffct ald bic erffe fet), weil biefdben bte 
auf-einanber folgenben ©lieber ber ber flein« | 
fien 5 ßert{?e ftnb ; folglid) muff a - p UI > 0 unb 
< 1, unb mithin p In < a unb- ^ a - 1 fepn. 

Otffo ift p ,u befdtmt, weil biefe' ©rbffc eine gange 
$al fetm muff, ttnb bafer feine anbere feytt fattn, ald 
diejenige, bie jwifdjen a unb a - 1 fallt.' 

ßn bent ^all, bort bent alfo gegenwärtig bie SRa 
bc iff, finb bic jwei legten ©lieber ber 3 Rcife q, q‘, 
q 11 je. 1, o; unb bie corrcfponbircnbcn ber fKcilje 
p, p f , p 11 :c. et unb 1 , wo « biejenige gange $al bet 
beutet, bic gwifdjcn a unb a - 1 füllt. 

©efegt nun and/, bie gange SKcil;c p, p 1 , p n ic. 
enbige ftd) jitcrfl, unb cd fcp, g. 53 . p lv =o; aldbann 
wirb bic ©lcid)ttng p lü q iv — q 111 p‘ v = + 1 biefe: 
p lu q iv = + 1 , mtb ba p unb q bejaft fet;n muffen, 
fo folgt, baff p ul = 1, q lv = 1 iff, unb v baff mithin 
bie gwei ©röffen p lu -aq 111 , p lv -aq IV , welche nid^t 
nur t>erfd)iebene ^eidfen fabelt, fonbern Von betten bie 
gweite and) gröffer ald bie erffe fepn muff, ftd; tn 1 - 
aq w/ , Unb-a berwanbeln; woraud bann weiter folgt, 

baff 1 - aq w/ > 0 utib < a fep ; biff gibt q r// < 



a 

unb 
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Formeln mit jmei unbefönnfen ©rfyjert. 67 
unb q M/ + 1 > L , unb fotglidf» q w/ < * , > * 

a :• Li a a 

— i ; b. i. q 111 muß biejenige gange *}at feijn, bic gwis 

fcf>en * unb I - i fMt. 
a a 

9ltfo »erben überhaupt ln biefetn g»eitcn ^fall 
bic gwei legten ©lieber ber SKcil;c p, p', p" zc. i, o; 
unb bie corrcfponbirenben in ber SReil;e q, q 1 , q" zc. 

(h, i, »o ß biejenige gange *$al bebeutet,. bie g»ifc£>en 

1 unb 1 - i fällt, i ’ 

a a 

i ’ 1 * l * 

SEftan fielet fyierauö, baß ber crftcJaH immer flatt 
fi'nbet, »enn a gr&jfer, unb ber gweite, »enn a f leinet 
alö bie ©tnt;cit iß. • 

t ' ' . 

«Kennt man nun aber bic beiben legteren ©lieber 
ber ccrtefpcnbirenbcn £Reil;cn p, p', p" zc. unb q', 
q'/ q w zc. fo taffen (id) aud) permitteljl ber oben ge* 
gebenen Formeln alle übrigen ©lieber jener 5Keil;en 
jtnbcn, bie ba$ Problem auflbfen. 

- . §»25. ; 

©$ ijb bequemer , beibe SReiljen rüf»ärt$ gu be* 
trauten , unb bei ben legtern ©liebetti angufangea. 
Stuf biefe 9lrt erhalten wir g»ci ft eigenbeSR eilten, bie 
wir, ber “SBcquctnlicbfeit »egen/ alfo »orfleüen »ollen 
P°; p 1 / p” P m zc.. q°, q 1 , q 11 , q nI zc. unb für 
»eta;c »ir fofgenbe iBeftimmungen l;aben: 

, ; 5Benn a > 1 . 

P°= 1 , p 1 < ä > a - 1 , q°* i, q^= 1 # , 0 

• • • • v- -i 

- (5 a 5$enti 
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6g II. $ap> $8ott t>en unfcßimmter 

2Benn a < i. : 

P°= o, p 1 - i, q°= i, q 1 < i > i - i ; 

a a 



ferner 

_ 



11 I 

P — b 


P 1 +P° 


n ti i 

q — fx 


q 1 +q° 


_iii ii 

P — t* 


P“ + P 1 


q IU = / r 


q“ + q 1 


_iv III 

P =/ 4 


p UI + p 11 


q iv — A* in 


q ni + q 11 


tc. 


' . 2 C. 




unb jur SBeßimmung Von p, p 11 , u in tc. folgenbe 


©ebingungen : 




»■ 


M < 


P°- aq® 


P°- aq° 


— i. 


aq 1 - p 1 


aq 1 - p 1 


J* 


; *" < 


P- aq 1 


P - aq 1 


I. 


aq 11 - p 11 


aq“- p 11 




in ^ 

u 


P n - aq 11 


P n ~ aq" 


— I» 


r ^ 

r. f » 


aq 111 - p UI 


aq 111 - p 111 


e « ' ; 


V 




2C. 


' • " v 



©öifl norf; ju bemerken, baß bet $wette$all aufr 
bem er (len folgt, ©am, wenn man in benjormeltt 
beö erflcn gttllö a < i fejt, fo erfjdlt man notfywcns 
big p 1 < a > a - i = o; folgte p°= i, p‘= o, 

q°= o, q*= i, itnb Ißeraitö p < I > I — i, 

a a 

p n = i, q TI = ix ; fo baß l;tcr p 1 , p ir unb q 1 , q 11 eben 
Sa6 jntb, waö p°, p 1 , q°, q 1 naefy ben.^ormeln beö 
^weiten Jallö fepn würben, unb folglidj werben tn 
leiben fallen bie fotgenben ©lieber eben btefelben 
fepn. 

5Baö bemnaefy audj a für eine fet)n mag, fo 
famt man immer folgenbe Sejttmmungen feßfefen: 

/ p°=i. 



Digitized by Google 




t 



Formeln mit jmei unkfannten©r6ffen. 69 



p —1. 

P =/*► 

P”^ p* +1. 

p III== /k 11 p 11 4* p 1 * 

p lv = / x ra p ra +p n 






q l — 1. 

q u = /♦ 
q nl = h ? 1 q“+q l 

q iv = p ul q IU + q ri 
:c. 



< a. 



/ < JP^5l 

aq 1 - p 1 
F n ^ aq 1 -^ 



a -/4 



p 11 - aq 11 

p 11 - aq u 



plV < aq ~~ P 

p ,v - aq iv ic. 

wo baö ^eid^ctt < bicjenige ganje $al bebeutet , bic 
unmittelbar {feiner iff, alö ber SSJertfy ber hinter bie* 
fern ^cicfjcn flefyenben ©rbfic. 

2Cuf btefe 9trt finbet man alfo nadE) unb nadf) alle 
58ertl?e feon p unb q, welche baö Problem auflbfen ; 
benn biefe SBertk fbmten feine anbre fepn, alö bie 
correfponbirenben ©lieber ber b eiben IReifyen p°, p', 
p", p'" :c. q°, q' q", q #,/ :c. 



i* 3 u f ft ä» 
§. 26. 
P°-*q° , 

* aq'- p' 



$©enn b = 
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C J=r 


aq 7 - p 7 


% 

. 1 . 


d = 


p / 7 -aq 77 
p 77 - aq 77 


I 

L 1 ' *| 

♦ 1. ‘ 


fo erhält man 
b = 


aq /7/ - p /7/ 

1 


tc. gefegt wirb, 

i* #’ 


c = 


a — /* 
1 


- * *" 


d = 


b — ß 1 
1 


- ‘ ‘1 
J 



c — p" ic. - 

unb^t<a; ^<b; ^<c; ß!" <dtc.; 
folglich ftnb btc $atcn ß, ß', ß" :c. feine anbre , atö 
eben biejenigen, welche wir §. 3 . mit ot, ß, y tc. bc* 
geicfjnct fyaben; b. i. eö fmb bie ©lieber beö forttaus 
fenbett $3rudf)3, ber ben SEBcrtf; a auöbröft, fo, baf 
fe^n wirb .• • '*• ' ,J " 

a= F + i 

p+i > 



v , . , ß I 1 » 

fotgtirf» werben bie £aten p 7 , p 77 , p 777 ic . bte >J&fei£ 
unb q 7 , q 77 , q 777 tc. bie Sftenner ber ftdf) ber ©r&ffe a 
näfyernben «Brucfe fepn, welche wir §.10 burefj 

—f Sl &c. ttorgeficllt fyaben» 

A' B' C 

Sltteä läuft ftlfo barauf fyinauS, benSÖertf? t»on a 
in einen forttaufenben $ 3 rudj ju berwanbefn, befien 
j - {ämt* 



f 
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fämtlidje ©lieber bejaht fi'nb , we.l<f>cd nad) bet« obi# 
gen leidet gcfd£>ct?cn fann, weit man nur immer bic 
n<Sd;ft Heineren 5öertfyc nehmen barf; alobann 
trt ad)c man eine ber ©r&ffc a ftdj näfternbeSRcibe bott 
J^auptbrudjen ; fo werben bte ©lieber cineö jcbcu 
etnjclnen bcrfclbcn bic 5ßertfyc Don p unb q fei)tt, bic 

bad Problem auft&fcn, fo baß atfo E niefitö anberö, 

q 

alö einer bon Hefen 5?vüd;cn fcijn bann. 

a. <3« f«J*i ' i-n': ■ 

. 1 ■ §» 2.7* - * < 

2 )iß wäre alfo eine neue ©igenfdjaft ber fortlaus 
fenben 93rud)c. 5Bcnn ttemlid> E einer bon ben 

q 

Jg>auptbrüd)cn ift, bie ftdj ber©roffe a nähern (wenn 
fie anfccrö and bentjeuigen fortlaufenden 5$ntd; fyerge* 
leitet worben, beffen ©lieber ade bejaht ftnb), fo wirb 
bic ©r&ffe p — aq, (wenn bon ben $cidjen abflras 
fyirt wirb), immer einen Heineren qößertl; l;abcn , alb 
wenn fiatt p unb q jebe anbre Heinere »Jäten gcfcjt 
würben. 

2 . ^3rn b l ern. ; 

' ’ J vV $. 28. . ' r :'’. 

©d fct> btc ©r&fe Ap m + Bp m ' 1 q + Cp m * * 
q + u‘. . . + Vq gegeben , in welker A, B, C ic. 
ganje, gegebene bejahte ober berneinte ^alctt borfiel# 
len, unb p unb q unbefümmte aber ganje unb bejahte 
■> ©r&ffcn fet>it foUen. 9Eftan fudjt folcfye 9ä$ertf>e für 
p unb q, baß bte gegebene ©rbffe fo Hein, alb m&g# 
licf> werbe. 

© 4 Sluf# 
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91 u ft 6 ,f u n g. • 

. (5$ feiert a, ß, y :c. fcic wirfltcf>cn, unb /x 4 y 
y'-"-i,7r + $V' — i ic. bic eingebitbeten ’TBitr# 
getn ber @1 etcfyung A A m 4 B A m ~ 1 4 C A m ~ 2 4 ttj 
4 V=o ; fo folgt auö ber &l;coric ber Jälcid^ungeu, 
baf ; ; : 

Ap m + Bp ra * I q + Cp ra - 2 q 2 + tc.Vq ra * 

= A (p-«q) (p-/3q) (p-y q) ♦ ♦ • ♦ 
(p-(fi+vr-i')q) (p- (n-vir-ilq ) 
(£-0 + er-i)q) (p-(7r- ? r-l)q) 

. . . . ober = A (p-aq} (p-/3q) (p-yq) . . * 

ap-^r+S q 2 ) f(p-*q) 2 +? 2 q 2 ) - 
' v v 

Jolgfid) fommt e$ atfp barattf an, baß baö ^vc# 
butt ber ©r&jfcn p - «q, p-ßq, p-yq Je. unb 
(p-^q) 2 4 v 2 q 3 , (p - Trq) 2 4 f 3 q 2 :c. fo 
fl ein, alö tn&glid) werbe, wenn p unbq gange bcjal)fe 
$a(cn borßcücn. 

’ i i '• •' • * - • • 

t • • 

5Bir wollen nun annefjmen , bie 5Bcrtl;c bott p 
unb q, welche ein Minimum geben, fegen bereits 
gefunben. 5Bentt betttuad) ßatt puitbq anbre, ftei# 
nerc ^alen gefegt werben, fo muß baö obige ^robnft 
gr&ffer werben. 9lffo muß notl;roenbig ber ’ißertfy bon 
itgcnb einem ber J-aftorcn beffelben junefynten. (5ö 
iß aber flar, baß, wenn, j. 53. a bernetnt wäre, ber 
S*gt tor p - « q immer abncfymen mußte , wenn p 
unb q abu<5f?mcn ; eben biß gilt audj bon bem ^aftor 
(p-/uq) 2 4 v 2 q 2 , wenn p berneint wäre, unb fo 
ton bat übrigen. Jjierauö folgt, baß unter ben ein# 

fatfyen 
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filmen wirfjidjen Ratteren , aut biejenigen, beten 
SBurjefn bejaht finb, june^men fbnncn ; unb untet 
ben boypelten eingebifbeten g'aftovcti , f&nnen nur 
biejemgen bermehrt werben , bei benen bet wirkliche 
Shell bet cingebilbeten $ßurjcl bejaht ip. , Ueber# 
biß i|t nod) in 2lbfid)t auf tiefe teueren ju bemerfett, 
baß, bamit (p - /*q) s -f v 2 q 3 junehmen Butte, 
wenn p unb q abnehmen , nothwenbig bet &h c il ( p 
^q) junehtnen muffe, weit baß anbve @lieb v~ q 3 
nothwenbig abnimmt; folglid) l)angt bie ißctntel;# 
tung biefeß f^torß bon bet Örbffe p-^q ab. Gtben 
biß gilt öuet) bon ben übrigen. 

' » 

3 Me 95krtf;e bon p unb q, welche ein Minimum 

geben, muffen bentnadj fo befdjaffett fe^n, baß bie 
©rbffe p - aq junimmt, trenn p unb q f feinere 
^Berthe bcfominctt , unb man anpatt a eine i>on bca 
bejahten wirftichen Jlßurjcln bet ($ilpi<f)ung 

AA n, + BA m - I + Cf m - 3 4-V=o 
ebet einen wirflichen bejahten Sl;eil einer eingebittes 
ten ^Butjcl eben biefet Öleidjung nimmt, wenn wel* 
d)c borl;anben ftnb. 

1 1 . ! s . . 1 T2 ? ’ . * , * • ' f 

Sß fetten r unb f ganje bejahte galen, unb jwor 
fctd)c, bie {deiner a(ß p unb q ftub, fo muß r- af >• 
p -» aq fet>n, ( wo bon ben Reichen biefet jwei Unter# 
fchiebe abprahirt wirb.) SDtan fe$e nun, wie §. 23. 
biefe $alen (eben fo, baß p f- qr = ± 1 ; wo baß 
obere Reichen für ben $all gilt, wenn p-aq bet# 
«eint ip, fo baß bie §wei ©t&jfen p - aq unb r- af 
berfdjicbnc ^eidjen hüben ; fo ip biß boüf ontmen eben 
bet Jaü, auf weiden wir baß borhergehenbe Problem 
§. 24, jurftf geführt haben, unb beffen Slupbfung 
hereUö3egeben .tf»brb«n.jp, , ; 

« 5 «Wfh 
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9itfo müffcn (§. 26 .) bie SScrt1()e Von p unb q 
notfywcnbig unter ben ©fiebern berjenigeitJ^auptbrrn 
che gefuttben werben, bie fid) a, b. t. einer von benje« 
tiigcn ©rbffen ndljem, von benen wir oben gefagt 
fyaben, baß man fie ffcatt a fe|ett fonne. 

/ ‘ • ' fl. •' • ! ’ 'I' 1 

Sllfo verwanblc man afife jene ©r&ffcn in fortlau« 
fenbe 35rücf>c (wctcfyeß burdE) bie bereitß crflÄrte 5)tc« 
tl;obe leicfyt gcfd£>et>en fann), unb leite fobann alle com 
Vergirenbe iBrücfje, von bencit l;icr bie Siebe i(l, bar* 
auß ab. ©obann fe|e man naef) unb nadjp allen ^dlern 
biefer 95rücf)e, unb q allen cotrefponbirenbenSiennertt 
berfelbcn gleidj, fo wirb biejenige biefer 33oraußfe§um 
gen , welche ben flcinflen 2Bertf? ber Vorgegebenen 
Srunftion gibt, aud) eben biejenige fct)n, welche baß 
gefugte SDitnimum bewirft. 

1 . 21 n m e r f u n g. 

§. 29. 

■>. i. • . j 

58ir Jjabcn angenommen , bafj bie beiben $alen 
p unb q bejaht fepetu ©ß ijl flar, ba$, wenn beibe 
verneint waren, feine SSerdnberung in bem abfolutcn 
Söertfye ber Vorgegebenen Jorrnel vorgiettge; im Jall 
nemfid) m ungcrab wdre, würbe nur baß Qäfyctt 
jetteß 9®ertl;ß verdnbert werben, für ein gerabeß m 
aber bliebe aüeß ganj unVerdnbert ; fyaben aber p 1 
tmb q verfd^iebene 0cidE>cn , fo ift ber Jall ganj am 
berß; weil alßbann bie ©lieber ber gegebenen ©lei« 
djung abwecf)ßlungßweife iljre $cid)cn verdnbern, 
welcfjeß audf) eine 3ßerdnberüng in ben $eid>ett ber 
Sffiurjeln a, /3, y k. p + v ; 7r ± f Y' - 1 * 
ttad^ fiefy jiel?t, fo baß biejenigen von ben@röffen «,/3, 
y ic. ul, 7 f ic. welche verneint, unb folglich im erfleit 
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$*ulle unnttg waren , in . tiefem legtern fjalle Bejaht, 
unb fbatt ber anbern gebraucht werben. 

Jgierauö folgt alfo allgemein, baß wenn ein SÜli« 
nirnum bei ber Vorgegebenen formet gefuc^t wirb, 
ohne irgenb eine anbre @irtfd)v5ttfung alö biefe , baß 
p unb q gange $alen fetyh follcn, man anflatt a alle 
wirtliche 5 Burgeln a, ß,y ic. unb alle wirtliche ©He# 
ber p, 7 t :c. ber unmöglichen gurgeln ber@leidf)ung 

Aa™ + Ba*"- 1 + Ca®'“;. . . . + V = o. 
fe|en, unb gang von ben Reichen btefer ©röffen cib* 
firatjiren, g ulegt aber p unb q einerlei r ober verfeme* 
bene Seichen geben muffe , Je nachbem bte ©röffe, 
welche flatt a angenommen worben, urfprünglich bes 
jaht ober verneint war. 

7 1 ' ■ 

*. 2 . 91 n m er t u n g. ’ 

§♦ 3 ®* ^ 

5Bemt uuter ben wirtlichen SIBurgcln u, $ r y ic* 
folche ftch beftnben, bie commenfurabet ftnb, fo muß 

• - r • 

bie gegebene ©röffe = o werben, wenn man £ einer 

q 

tiefer ^Bürgeln gleich fegt; in biefem Jall gibt cd 
alfo, eigentlich gu reben, tein Minimum; in allen an« , 
bern fallen wtrb cd unmöglich fepn, baß bie ©röfle, 
von ber bie SRebc hier ifl, o werbe, wenn p unb q 
gange $alcn finb. 25a aber' bie Soefficicnten A, B, 

C tc. nad; ber iBorauöfefung ebenfalls gange $alen 
ftnb, fo wirb gewiß biefe ©röffe einer gangen *$al 
gleich, unb folglich n ^ e Heiner ald i fe^n. 

955enn baher bie ©leichung " u- ‘ ■ > . 

Ap m + Bp m " 1 q +Cp m - 2 q 2 + Vq m =± r* 

in 



Digitized by Google 




76 Il.'tfop. 23ott ben 3fttnimig unbeßimmter 

in gongen ^alen aufgelbßt werben folt, fo muß «tan 
bie 2Bertf)e ton p unb q burefj bie ?ÜJleti)obe be0 
torfyergeljenbcn ^robtemö fudjen, auffer in bem Jall, 
wenn bie ©leicijung 

Aa” + Ba ”- 1 + Ca ™: 2 + V = o 

cemntcnfurablc ^Bürgeln ober Reiter l;at, weit al0* 
bann Ap m + Bp m_I q + Cp m " 2 q 2 . . . . -f tc. in 
gwei ober mehrere d()nlicf)e ©rbffcn ton nichtigerem 
©rabe aufgel&ßt werben fann; fo baß eine jebe biefer 
einjetnen Formeln für ftdj ber SKnfyeit gleicf) fcpn 
muß, unb man halber wenigßen0 gwei ©leidjungeu 
gut 33eßimmung ton p unb q befommt. 3$ f>abe 
Bereite an einem anbern Orte (Dentwürbigfeiten ber 
Sßerltner 2lfab. 1768) eine 9 luß 6 fung btefeä legten» 
9>roblcm0 gegeben; aber biejenige, bie l>icr in biefem 
Kapitel angegeigt worben, iß einfacher unb birefter, 
obgleich beibe au$ ebenberfelben Sfcfjeprie ber fortlaus 
fenben 53rudf>c t;crgcleitet ftnb. 

. ; 3. r 0 b l e m, . 

1 §. 31. ; ‘ • ; : 

5 Dlatt fuefit btejenigen 5 Bcrtl)e ton p unb q in 
gangen ßalett , welche bie ©rbfle Ap 2 + Bpq 
-f Cq 2 fo Kein alö m&glid? machen. 

9 t u fl & fu n g. 

2)iefe0 Problem iß, wie man fielet, nur ein bes 
fonberer 5^0 beö iBorfyergcfyenbett. ©0 iß aber ber 
3!Jtul)e werti?, befonber0 ton bemfelbcn gu fyanbeln, 
weil e0 einer fefyr einfachen gierlid^en 9tuß5fung fdlßg 
iß, ton ber wir in ber $olge bei 2tuß6fung ber ©lei# 
jungen mit gwei unbefannten ©r&ffen in gangen »Ja# 
len ©ebraueb maAcn werben. Sftadb ber allgemeinen 
,i Stte# 
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üJttethobe muß man alfo bamit anfangen,bie 5 Burjcln 
ber ©leichung " •• 

Aä 3 -f- Bä 4 * C=o . 
ju fuc^cn, welche, wie befannt, 

_B±r(B 3 — 4 AC) 




2 A 



9 lber 

1) ?Q 5 enn B 3 — 4 AC einem wirtlichen Üuabrat 
gleich ift, fo werben bie beiben SÜBnrjeln ccm? 
menfurabet fet;n, unb fblglixf» gibt cö eigentlich 
fein ÜDltnimum, weil bie ©rbffe Ap 3 +Bqjp + 
Gq 3 = o werben fann. 

2) ^Benn B 3 - 4AC EeinQuabrat ift, fo werbe« 
bie beiben ’Burjeln irrational, ober cingebübct, 
fcpn, unb B 3 - 4 ÄCift entweber > o ober < o* 
®ig gibt jWei $dlle. ©ir fangen mit bem lej* 
terett, alö bettt Icidbtejten, an. 

/ .... • . . ' . t . . , 



<£rftev %ctüf wenn B : “ 4 AC<o. 

C #• , fi •* . • ■ * ' '• • 

§♦ 

.üa bie beiben 2Burjeln in biefem JaUe cingcbil? 



B . 

bet finb, fo ift — ber einjige wirtliche 2l;cil 

- 2 A 

( • • > . 

bcrfclbcn, welcher alfo anflatt a angenommen wer« 

bentnug. 

v !; * J ‘ •"! _ r> ■ • . 

(£$ mug bemnaef) ber eittjige 55rucf> _ (wo 



t . : O . 2 A 

t>on bem Reichen beffelben einftwcilen abftral;irt wirb), 
nach ber ÜDtethobc beö §, 4 », in einen fortlaufctiben 
iöruch bcrwanbelt werben. 9lud biefem bilbe man 
fobann, nach S» I0 *> «« 9fteif;e oon conbergirenbcn 

Sötftchcn, 



i 



MT 
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i 



SSrudjen, welche notfjwenbig irgenbwo afefericf)t. Sftacf)# 
bem big gefdf^en, fo fefe «tan anftatt p alle 3d(er 
biefer 53 rud>e, unb anftatt q bic correfponbirettben 
Stenner. Stur ift wol;l ju bemerken , bag p unb q 
entweber einerlei ober bcrfcfyi ebene ^ctcfye» fjabeit 

O 

muffen, je nadjbem -rr- entweber bejaht ober ber# 
2 A 

«eint ift. 9 luf biefe 9 lrt ftnben ftdj biejentgen ^Bertfye 
bon p unb q, voeld^c bie borgegebene formet ju einem 

SJlinimum machen. ’• 7' ^ . 

53 e i fp t e L 

... 

Sie gegebene ©reffe, welche ein Minimum wer# 
ben foll, fcp 49 p 3 - 538 pq + 290 q 3 . 



ift atfo ftfer A= 49, B=- 238/ C = 290. 

mithin B 1 - 4 AC=- 196; unb — \JL = 

2Ä 7 

5 Bemt man bafjer nadj §. 4* mit biefem 33 rudf;e ber# 
fdfyrt, fo ftnben fidj bie .Quotienten 2, 2, 3, unb au$ 
biefen nadf §. 20. fotgenbe SSr&dffe 

2 

/ - f 

2 7* 

fo, bag 1, 2, 5, 17 flatt p unb o, 1, 2, 7 flatt q ge# 
fejt werben t&nnen. 5 Bcnn man aber bie borgegebene 
©r&ffe P fyeigt , fo ftnbet fid) 

p 

- . 2 1 o 

2 

5 2 . 

• *7 7 

woraus matt fielet, bag bcrfleinfte ? 0 Bcrtb) P=5 ift, 

welcher 



2 “ ' 2 - k 

i f l . 5 . T-l 

O I 



p 

49 

10 

5 

49 
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welker auö ben 9ßorau6feljungcn p = 5, unb q~z 
entfielt; man fann alfo allgemein hieraus fdßieffcn, 
baß bic gegebene Formel nie flciner als 5 werben 
fennc, wenn p unb q gange $alenfct)n follcn; fo baß 
bemnad^ ein Minimum ßatt ßnbet, wenn p=5 unb 
q = 2 angenommen wirb. 

^weiter $all, wenn B 2 - 4 A C > o. . . ^ 

■. , 3 . 3 *, 

25a in biefetn IJaUe bie ©leicfyung A A 2 + Ba+ 
C=o gwei wirflicbe irrationale 5Burjeln f?at, fo muß 
man bejbe in fortlaufenbe 33rüd)e eetwanbeln. 2)icfe 
Operation fann aujfcrorbcntltd) leidet bermjttelß ei« 
ner befonbertt 5Jictl;ob? gcfdjeljeu,. bie id? anberSwo 
erfldrt f)abe , * bie' aber aitcf) gang natürlich auS ben 
Formeln bcS §* 25 . fließt/ ; Unb alle gut OoüfMnbigcn 
unb allgemcinßcn Slußbfung. £eS gegebenen ^roMcrnS 
n&tljigc ^riuctpfcn entlüft. HÖir wollen bal;er bttrd) 
a biejenige ^Bürget bcgcicignesn, weldge in einen fort* 
laufenben S&rudj oerwanbejt werben foll, unb welche 
wir immer bejaht entnehmen werben , unb b fcp bic 
anbre^Burjct; fo iß, wie befunnt, ‘ 

IJ O y ’ ^ ^ r\ 

a + b = - _ unb ab — c_f- woraus 

.A „>r ; , A '• : ; /.. H ■ 

a- b » - 4 A C) SS fep, bcrÄurge 

, ; a , 

toegen, V' CB 2 - 4 AC) = Y' E, unb mitbin 
a - b = ^ ; wo bieUBurgelgrbffe V' E bejal;t 

ober oerncint fcpn fann ; ©ie wirb nemlidh bejaht 
fepn, wenn bie @r 6 jfc a bie gr&ffere ber beiben 5Bur« 
jeln, unb verneint, wenn fie bie fleinere iß; alfo. 

; a* 
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i-._ B + rE fh= ._ B-rE . 

2 A 2 A 

58enn nun bie Benennungen bcS §. 25. fccibefyaltett 
werben, fo fyat ntanbloö beit bot a fo eben gefunbe# 
ucn BSetti; ju fubflituiren, unb bie ganje ©djwietig# 
feit bejtefyt fobann jxttinn, bie ganje dttbjfcn p", 
fn!" ic. auf eine feilte 2trt ju befiimmeri. 

Um biefen 3^ef ju erreichen, multtplicire icf> fo# 
wot bie $alet «1$ Oiennet bet Bruche 

; p°- aq° f aq'- p / f p^-aq" ’ &c 

aq'- p' p"— aq" aq'"— p'" 

refpefti'oc bntdj A(bq'-p'), A (p"-bq") &c. 

Otun ifl A(p°-aq°) (p°-bq°) = A. ' 

A (aq'- pO (bq'-p')=A(p')iA(a + b)p'q' 

+ A ab (q') 2 = A (p')* + Bp' q' + C ( q') 2 5 

A (p" — aq") (p" — bq") = A Cp") 2 — A (a 

+b)p" q"-f- Aab (q") 2 = A (p") 2 + Bp" q" 

+ C (q") 2 &c. ;u.A( p°— aq° ) ( bq'— p') = 

— fx A-£ B- | Y' E ; A (aq'-p # ) (p"-bq") 

ä — Ap' p" + Aap"q' +Abp'q"- Aabq'q" 

= — Ap'p"— C q' q" — k B (p'q" + q'p") 

-f- jfE (p" q'- q" p'); A (p"-aq") (bq /// — {/") 

= — Ap" p'" + Aap'" p" +Abp"q'"-Aabq"q" y 

= — Ap"p"'- Cq"q'"- 1 B (p" q'"+ q"p'") 

+ j T E (p"'q"- q'"p") unb fo weitet. 

• >; 2D?ait 
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sjftan fefe nun, ber ^urje wegen, 

P° = A. 

P' = A (pO 3 -f Bp'q ' + C (qO a 
p// _ A (p") 3 + Bp"q" + C (q") 3 
P'" — A (p" 0 * + Bp'"q'".+ C(q" 0 3 &c. 

Q° =iB. 

Q y = A/m +5B. 

Q" = A p' p" +iB(p'q" + q'p") +Cq'q" 

Q = ApV" +1 B Cp // q /// + q"p'") + C q"q"' 

fo erfjalt man, weit p" q'- q" p'= 1 ; p'" q y/ - q //y p w 

* - 1 ; p lv q IU ~ q iv p IU = 1 ; ic. folgenbe Jotmein : 

^ q° + *ve 
H <. — , 

P° 

, < _ Q^V_E 
pl 



*"<- 



r < — 



Q n + 



VE 



pu 



Q 111 - 1 V E 



P m &C. 

SRun fefe man aber in bem Stubbru? Q y/ fbatt p /y unb 
q" il;re $ßertf?e ^ p' + 1 unb //', fo wirb berfelbe 
= fx 1 P'-f Q' ; ferner wenn in Q /y/ flatt p /y/ unb q /w 
bie Sßjertfye p“ p" + p' unb p" q" -f q' gefejt wer* 
ben, fo wirb biefer Sluöbrut = P /y +Q. // u. f. w* 

fo bafj 



in.Ibeil, 



Q 1 = 


H- 


po 


+ 


Q° 




Q“ = 


f* 1 


P l 


+ 


Q l 




Q 1U — 




pu 


+ 


Q l - 




Q lV = 


H ui 


pm 


+ 


Q IU &c. . 

t 




II. 








5 


Öfeeti 



✓ 



/. 
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Sbcn fo, wenn man fit P y/ bicHBerthe Von.p^unb 
q /y feft, verwanbett fid) bicfcr Qluöbritii in 

<^ y — f + 2 M / q / +a. 

unb wenn bic 5Sertt;c von p /y/ unb q //y in P y// gefejt 
werben, fo wirb P y/ — (/x") 2 -f 2 J w // Q /y + P y unb 
fo weiter ; fo bag alfo 

P' = / P° + a /u Q° + C 

iP" = M 2 P' + 2 m' Qf + p° 

p/// = Qjfyr p// + 2 tf Q//. + p/ & C J 

\ ‘ , \ 1 K • '1 

Stuf folcfyc Strt farm man atfo, vefmittelft biefer 
^ormetn, bie fReit;errr ber 3atcn fi", Q°,Q I , Q! 1 
unb P°, PV P M .ie. nad) 55ctiebcn ferffefen, wefdje, 
wie man fielet, wcdjfcffeitig von cinanbcr abf;angcn, 
unb worinn bie 5i$erttre p°, p y , p rt :c. uttb q°, q y , q y/ 
:c. nidit mci;r Vorfotntucn. 

^Otan fanti aber aud? bie ’Serttje P y , P", P y// ic, 
burd) nod) einfachere Jormetn, atö bie vor(;crgcbcnbett 
finb, auf fotgenbe Strt beftimmen. Sb ift ncniiid) : 

(QO 2 - P° P'= 0* Ä + i Bf- A O 2 A+/a B + C) 
= 4 B 2 - AC ; 

(Q'O 2 - P' P"= (//' P'+QO 3 - P P'+V Q'+Aj 

= (QO 2 - AP y = \ E u. f. w. , 

SOtiri;in ift 

v (Q ; ) 2 - P° P' = {E. 

(Q«f- P' F= | E. 

• • (Q"0 S - P" P'"= | E &c. 

woraitö P' = («')-*« 

P° 

p« — (o'y-jg 

•* „ p 1 p ui 
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p/// — - Cq // 0 2- ? k 
• v i‘ . P" &c. 

SRatfebcm mm feie $a(cn y, y! fx" ic. auf Hefe 
9lrt gefnnben worben, fo iß, nedj §. 26 , b:r fovtlau* 
fenbe 8$rud) 

a^^w + i 




"i • + &c. 

ft- Um bafjer baß SJiinimnm bet 5°*ntet Ap 3 + 
Bpq + Cq 3 31t fttiben, muffen bie ^alen p°, p', p ;/ ic. 
unb q°, q', q'^nc. ( §. 25.) beregnet, unb nad? unb 
nad) ßatt p unb q gefcjt werben. SEftan lann aber 
biefe Operation and) gan§ unterlaßen ; benn P°, P', 
P n , P w ic. fr'nb nlc^tß anberß , alß bie 5Bcrti)c ber 
Formeln felbß, von benen l;icr bie SRebe iß *), wenn 
naef) uttb natyp = p°, pVp'V p ,w :c. unb q = q°, 
qVq", q" 1 ic., gefejt wirb.. 2 EKan muß alfo fefyen, 
wefcheß ©lieb ber £Rcil;e P°, P^P^tc. baß lleinße ifl, 
biß wirb fobann audj baß gefugte SOlinimum fetjn. 
£)ie cortefponbirenben 9 EBertl;e fcon p unb q finben 
ftd) fobann auß ben oben angeführten ^otmeln. 

% 2 §-34» 

•'.« 1 . ) ; ; * •.,* •• 

*) Ap 2 + Bpq + Cq 2 = A(p-aq) (p- bq) 
wenn a unb b bie $wei rolrfllcfeen SDurjeln ber ©lei* 
' ' djung ßnb. (§.280 ©inb nunpnnbq=p°unbq°, fo 
iß biefer2Sertf> = A (p°- aq 0 )(p 0 -bq ü )=A = P°. 
SRSnmit inan aber ßatt p unb q, bie 53errt>e p' unb q', 
) fo iß eben biefer SBertlj = A (aq'-p') ( bq'- p') 
= A (p') 2 + Bp'q' + C (q') 2 = P'. unb fo bie 
übrigen. 

‘ tfnm, b, Web, 
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§• 34 ‘ 

9®emt aber bic 9lci(;e P°, P', V 11 ic. fertgefejt 
wirb', fo behaupte id;, man merk notfywpnbig auf 
^worauf eittanber folgenbe ©lieber, bie tterfd>iebene 
v 3iid;cn fyaben, fomtnen, imb, bon btefen an werben 
febattn alle folgenbe ©lieber abwedjölungöweife ber t 
fdjiebcne »Jcidjcn fyaben,. &cnn, nad; bem borljcrgc* 
focnbeit §. tffc P°=: A ( p° — a q° ) (p° — b q°) ; 
P'= A (p / - aq) ( p'- bq') tc. aber au$ bem, wad 
wir im jweiten Problem bewiefen fyab'en , folgt, baff 
bie©rbffcn p°- aq°; p'-aq'; p w - aq'' ic. abwedj* 
felnbe $cid;en f;abcn, unb immer fleiner werben. 
SBcnn alfo ' . 

i) bie ©r&ffe b berncint ift , fo werben bie ©rbf« 
fen p°- bq°, p'- bq' ic. alle bejal;t ; folglid; muffen 
fobaun iu P°, P', P" ic. bie $cid)en abwedjfelu. 



2) 5£etm f) Bejaht iff, fo muff man, ba p'~ aq', 
p'-aq" jc.mtb alfo aud; um fo mefyr L-a; E_-azc. 

q' q" 

eine ine Uncnblidje abnel;menbe 5Reil;e btlben , notfy» 
wenbig auf eine biefer lejtern ©r&jfcn kommen, wie 

3. 53. £_ - a, weldje < a - b fcpn wirb j (td) ab« 

q/// 

ftral;ire ucmlicf) boit ben ^cicfjcn), unb bann werben 

IV n v 

and; alle folgenbe, al<5 £__ - a ; £_-a:c.eö ebenfalls 

q lv q v 

fei; 11 ; fo baff alfo alle ©rbffen, wie a - b + p //; 

~q w 



— a , a — b -{- 



•>iv 



iiv 



- a ic. notl;wenbig eben baflelbe 

£tid;en 



f 
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Peidjen l)«fcen werben, wie a-b *). g-olgtidj hoben 

n /// n iv 

bie ©röffen l_ - b, £__ -b:c. unb btefe p iu - bq w , 

q ul q iv 

p tv -bp lv unb fo fort tnö llucnblidje eincvlci^ciJjcn; 
folglich l;aben P U1 , P 1V ic. abrcechfelnbe >Jcid)en. 

58ir wollen bafyer «nnefjtnen, in ber SKet^e P', 

V", V" tc. fei) baö ©lieb P^ baö erffe, bei weldicnt 
biefe 2l&»ed)ölung ber >}cid)cn anfängt, fo boß alle 

©lieber P A ' P A+I , P A+Ä &c. biö in$ tim 
enbUdbe abwedjfelnb bejaht unb berneint ft'ub, fo ba 
Raupte \d), baß feinet biefer ©lieber größer, ald E 
fepn fönne. 2)emt ba g. 93. P m , P IV , P v &c* 

3r 3 abwcd;ö« 

» . . I \ * il 4 ' . . ^ 

°) 35enn entweber 1(1 a-b bejaht, ober »«meint. 5m 

_W 

«rßen galt muß a-b + L_-a Immer bejaht fepn, 

_/// 

q !• 

tn 

wenn l_ - a Heiner al$ a — b angenommen wirb ; 

q 

benn wenn and) gleich p - a »crncint wäre, fo 

_/// 

q ' 

, mußte ln ber angenommenen SSorauSfelJung immer 
ein bejahter Stefl übrig bleiben. 

* 3(1 «ber a-b »erueint, fo muß auch a -b + 

V" p'" 

1_ - a »eruelnt fepti, well, wenn L_ -a auch 

• ’? q'" i ' V : q'" 

cleldb bejaft wäre, ber Ueberrefl bod> Immer auf 
©eiten ber größeren 3al,a-b, «nb mitljtn »ernefnt 
ftpu mußte, 

% um, b. Ueb. 
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abwcdjfelnbe ^eid^ctt haben , fo ifi.flftr,"ba$ bic ^>ro* 
buftc r>on je jwei aufeinanber fotgenben ©liebem P ÜI 
P IV ,P IV , P v tc. bcrncint fe^n muffen; aber und) bem 
rorhergehenben §. iji (Q IV ) 2 - P IU P 1V ,~ E; (Q v ) 2 - 
piv pv_ g lc< folglid) werben bic bejahten galcn - 
P IV P v , - P IV P v - u. alle fleincr, ober wcnigflcnd 
ttid^t grbjfer alb Efet)n. Da nunP', P // f P /// ic. ihrer 
Statur nad) ganje >$alen finb; fo f&nnen bic $alcn 

P UI , P 1V :c. unb überhaupt P A , P A + 1 :c. (trenn 
man bon bent >$eid)en abjirahirt,) niyttalö grbffcr alb 
E fepn. $ierauö folgt nun ferner, baff bie ©lieber 

Q 1V , Q v ic. unb überbauet Q A ' Q*- } ic. nie grof* 
fer voerben Ibnnen, alb K E* • , r C . ; 

©b iji alfo aub bem bisherigen leidet ju fcfjlicffcn, 

ba# bic jtt)ei 3Reibeh> : P A+ *' P A ic. unb Q Ä + lf 

Q a + 2 :c. obfd)ott mb Uncnbliehe fbttgefejt, bod> nur 
aub einer gewiffen 2lnjal bon berfdjicbcncn ©Hebern 
belieben werben ; j beim biefe ©lieber fontten für bie 
cvjicre [Reibe feine aitbre fct)n , alb bie natürliche 
$alcn bib E, bejaht ober verneint genommen, unb 
für bie jmette, bie natürliche ^dteti bib V'K , mit 
ben bajwifd^en fallenben 93rüdjen £, f :c. 
ebcnfallb bejaht, ober bcrncint genommen; inbem 
nach bem borhergehenben §. bic $alcn Q', Q", Q /y/ tc. 
immer ganje >Jalen finb, wenn B gerabe ifl, aber jebe 
ben «öfuch { enthalten wirb, wenn B ungcrab ifl. 

[ffienn man bal;er bie beiben [Reihen P', V“, V m 
je. Q' f Q", Q UI uc. fortfegt, fo muffen nothwenbig nach 
einer gewiffen 2lnjal bott^mifchengliebern jwei corre« 

fponbirenbe ©lieber, wie P 77 , Q 77 wiebet juntiöor* 

fhein 
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fdjcin tommen. 3 )iefc Qlnjaf.fcon ^mtfchcnglfefcern 
fann aber immer ald gerate betrachtet merbcu^ bcmx ' 

ba bicfclbcu ©Heber P 77 mtb Q 77 ju gleicher £cit 
mi^aligemal micbcr junt ?Öorf»^ctit fommcn, inbem. 
bie 2ln$al bcr t>erfd)icbncn ©lieber bei bciben Seihen 
tmb mithin and) bie 2tnjal ihrer Kombinationen, auf 
bestimmte ©rättjen ciugcfd)ranf t ift , fo tft tlar , baß 
wenn jene bciben ©lieber nad) einer ungeraten Slnjal 
t>on ^wifcbenglictern 311m 33 orfcheiu fdmett, man nur 
je jmei un^ jmei 3ftü£fehrungcn berfclben betrachten 
dürfte, unb bann mürben ade guterbaHe aus einer 

geraten Sln^al den ©liebem befteh«u 

• * • ; '* * > * ■ - • 

5 Bcitn bcntnach 2 ^ bic Slu3al tiefer 3mifd)englicbcr 
bezeichnet, fo i^P 77 * 2 ? —P* ;Q 7r + 2 ? = Q 77 

' » ■ 1 

unb bann merben alle ©lieber P 77 jP 77 + 1 ;P 7T + Z 

'JcatnbQ* , Q 7r+I ,Q 7r+2 :c. unb f ,f +1 ' 

+z :c. jebed nach Sfbajmifhen liegenben, micber 
311m 33 orfd)citt fommen. Sbetm cd ift leicht, and be* 
nen im dorfergehenben §. für f/f, p", fx'" ic. mie auch 
für Q 1 , Q", Q!" ic. unb P' f P", P‘" :c. befümtnten 

SBcrthcn, 3U fcl;cn, baß, nadh bem P 77 + 2 ? — p 77 

nntQ 77 " 1 " 2 ? = Q 77 erhalten morben, auch p 7 ^ 2 ^ 

= / unb nachher Q 77+2 ? +I = Q 7r+ 1 unb 

p7F + 2 §+I __ pTT + I^ a lf 0 « U $ 

= -p*y 1 fetjn muffe, n. f. m. 

S®cnn baher n eine 3al bebeutet, bie entmeber 
~ 7 t obcr>- 7 r, unb überbiß m irgenb eine beliebige 
gan$e.bcjahtc>3at iß, fo mirb überhaupt 

5 4 p" 
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$$.• 11 ; SSort bcn SÄmimB unbefhmmt« 

i ^n+amf __^n; Qn+2mf__Qn 

+ 2 m f __ sgjentt man ab er bie 

7r 4 - 2 f evften ©lieber tiefer brei fReil^en tennt, fo 
weiß matt audj alle fetgenbe, welche mdj)tß anberß 
fepn wrrben, alß bic 2? fegten in cbcnbcrfelbcn Dtbs 
ttung inß Uncnbliche wtebcH)olt. 

< :u : i . 

Stuß bem bisherigen folgt, baf man, tim ben Heins' 
fkn ^Berth Von P = Ap 2 -f Bpq + Cq 2 ju ftttben, 
bic Leihen P°, P', P"> P'" tc. unb Q°, Q', Q", 
Q'^tc. mir fo weit fortfefen barf, biß jwei cotrcs 

fponbirenbe ©lieber, tote P 71 ifnbQ^jugfcid), nach 
einet* geraten tHujal ton $wifcf>cnglicbern erhalten 

werben, fo ba# P* +z ? =P* , tmb Q 7rf2 ?=Q 7r 
ift*, ttnb bann wirb baß Hcittfle ©lieb ber SKcit^c P°, 

P', P"/ P“‘ tc. P 71 ^ 2 ? baß gefugte Minimum fcpn* 

- < '\ - 

, I • 

i. 3 u fas* '• 

.• §- 35 . 

SSBettn baß Heirifte ©lieb ber SKeil^e P°, P # , P 11 

lc. P Ä+2 ? nicht bpr bem ©liebe P 7 * gefunbeit witb,fo 
lommt bafjelbe in jener inß Uncnblicfe fortlanfettben 
SKeihe mel)reremal vor, unb cß ftnbett ftef» fcaher in 
biefern giall eine anteilige SDtenge ton 2ßcrti;cn für p 
nttb q , bic ein ^Icinftcß geben, unb burdE) bie 5 r * s 
mein beß §. 25., tcnuittcljl blojfer ^Bicberljolung 

cbcnbcrfelbcn ©lieber p* + 1 , yü 1 + 2 tc. ber über 

baß ©lieb ijinauß fbrtgefejten SReil;e n u , 

p'" u*. erhalten werben, wie bereits oben gejeigt 
worben ift. ©ß lajfcn fief) jwar auch allgemeine 

Jormeln 
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formet n fttr p unb q ftnben ; allein ba biefeS nieftt 
ohne SßJcitldiuftgfeit t>icr gezeigt werben f 6nnte ; fe 
fcerweife idt) ben Sefer auf fetc (d)on einigemal angc? 
führten berliner JÖenfwutbigf eiten botn gabt 1768, 
<5. 123 ic.; wo eine allgemeine unb neue Üfjeovie 
ber fortlaufenben pcriobifcf>cn 53 ru<f>e toorfommt. 

2. 3 u f«a» 

§. 36 . 

©$ ift §. 34. gezeigt worben, baß, wenn bie 
5 Kcit;c P', P", V ht ic. fortgefegt wirb, man notfc 
wenbig auf jwei aufeinanber folgettbe ©lieber bon 
bcrfdjiebenen^eicfycn fommen muffe. 5 Btr wollen alfo 
entnehmen, P m unbP lv fepen bie erfleu, benen biefe 
©igenfdjaft guf ommt ; fo muffen bie b eiben ©roßen 
p lu — bq 111 unq p ,v - bq lv notljwenbig einerlei ^eidfen 
baten, weil bie ©r&ffett p m — aq 111 unb p iv — aq iv 
ibrcrSlatur ttad) t*erfd>iebne ^eid^en haben*). Sffienn 
man aber in ben Sluöbrucfcn p v - bq v , p VI - bq vl ic. 
nach 5. 25. bie 5 ßerthe für p v , p vi ic. unb f&r q v , 
q vt :c. fegt , fo ßnbet ßd) 

p v _ bq v = ^ (p iv - bq ,v ) 4- p In - bq 111 
. p vi — bq v, = (p v - bq v ) -f p iv - bq iv ic. 
woraud erhellet, baß, ba /J v , ^ tc. lauter bejahte 
SJaleu ftnb, bie ©/offen p v - bq v , p VI - bq VI ic. bis 

5 5 

*) X)a P l, = A ( p w/ - aq //y ) ( p w - hq 111 ) unb P 1V = 

. A ( p IV - aq iv ) ( p iv - bq lv ) unb P IU . P lv , nach 
ber 5 Jorau 0 fc<jung »emeint Iß, fo muffen notljwens 
big bie ©r&ffen p IH - bq IfI unb p iv - bq iv entwe* 
ber beibe bejaht ober beibe verneint fevn, weil jene* 
?>robuft fonß nicht »erneint fepn tonnte. 

■ 2lnm, b, Ueb, ^ ^ 
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inö Uwenblicfyc eben bicfelben Be^cn Ijaben mntjcn, 
alb bie ©r&ffcn p u ~ bq m unb p iv -bq iv ; folgfic^ 
ftnb audj alle ©lieber P m , P 1V , P v tc. inb llncnbs 
iicfje abwedjßlungbwetfc bejal;t unb verneint. 



STacf) bcn borl)ctgel;enben ©leidfjungen ifb 



n xv = 


p v V bq v 


p in — bq IU 




P 1V - bq iv 


p IV - bq IV 


f = 


p VI - bq VI 


_ p lv - bq lv 


i 


p v - bq v 


p v ^ bq v 




p vn - bq V11 


_ P v - bq v 


■ n — 

[; / j, , 


p x 1 — bq VI 


p vl - bq vl tc.tc. 


wo btc_ ©'rojfcn 


p ul - bq ,n 


f .p ,v -bq ,v 




p iv - bq iv 


p v — bq v tc. 



alle bejaht feyn werben. 



?ßßett betwtadf), nad) berSSoraitbfcfung, bte Baien 
fx iv , p , p?' 1 tc. alle ganj unb bejal;t fet)tt muffen, 

fo ntu$ bic ©röjfe P fo , fo wie auch P ~ ^ 
p ,v -bq lv * p v -bq v 

D vi i_ba vu ' 

unb v 4 ic. befallt unb grbjfer alb i uttb 

p vi - bq vi ; v ■ 

n lV_ u n iv n V_ u n v 

mithin P b( * / P tc. bejaht , unb 

* p v — bq v p V| - bq vi 
Keiner alb bte (Sinfycit feptt : T>ie ©r&ffen /x v , /* VI tc. 
f 6nnen alfo feine anbete , alb biejenigen ganjen £.ilcn 
fetjn, bie unmittelbar Keiner ftnb, alb bic SÜScrtfye 

P f P b( ^ tc. 5Bab aber bcn ©ertfy 

p v - bq v p vl - bq VI 

t>on 
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ben p ]V anbetvift, fo t(l bcrfelbe ebenfattö biejenigc 

*jWl |jq ' 

ganje^l/ bie unmittelbar f leiner, alö £ M 



bq 



IV: 



tft , wenn P ^ < j, ijfe 9Kan tyafralfo 

«iv_ u„iv 



.IV 



p 

,V 



bq 

v 



< 



wenn 



< 



p iv - bq iv 
p VI -bq VI 

P V -bq 



p n,_ bq nr- < ^ 
p iv - bq lV> r % •. 



v 
vn • 



V 



.•j 16 



„VII hnVH ' 

Ukt 1 P r P( 1 1 JfCifli * "i 

p Vl — bq vt 






ii.'G iv 



wo übrigenö, wie oben gefagt wotfcen , baÄ nadj fx m , 
fj} v , ^ zc. fie^enbe 3cid>en < btejenigen ganzen 
^len bebeutei, bic unmittelbar flcincv ftnb, alö bie 
uud; bcmfelben folgenbcn Sluöbrucfc. 

/ ; Vos ; " •• ... • .. ;*j p* 

(Sö ifl aber leidet; butefy ^ntid^e SRebuttionen 



VI 



wie §. 3 g. , bie ©r&ffen P ^9 _ f P „■...fo 

p lv -t bq iv p v - bq v 

ic., in qV+ ?^ e / Q ~' a tc. ju toetwanbeln« 

r V>iV : pv i! 

„iii_ u n iu 

Ueberbiß ift bieiSebingung, baß P _{_ < 1 

- V .. , .•“. ° - — p iv - bq iv - - 

v 'o,. ' H q P UI 

fei)n ntu$, tootlfommen einerlei mit biefer — 

f > r \ ' ■’ . „ifjilidv'C J*;j d,;;g>.'P iy 



< 



an ut_ „in v^. 1 j, n iii_ n m 

P welche bemnadf), ba ^ P 



p lv -aq lv 



p iv ^aq iv 



< h 
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. , . pm 

< i, tmmer fratt fittben wirb, wcntt — _ = 

t . piv 

pfccr ; <i t Jjl 



< 5 ö tft alfe ' 



A* lv < 

* V < 



Q V + i?^E 



, »eit« — 



eher < i. 



q vi -^Ke 



^vi ^ Q V11 + iV ' e 

“pVi & c . &c 

5öcnn matt btefe ^rotmefn mit bettjcnigett be$ 33» 
treibe ba$ ©cfej bet ü^cif?ctt P', P", P w :c. unb 
Q' Q"/ Q'" tc. entsaften, bergtekfjt , fo wirb matt 
leiifyt fel;cn/ baß, wenn jtoei comfponbirenbe ©Heber 
... : biefer 

«) <& ifl - pIU = /^p iu - bq 11 ^ p m> \ 

• P™ Vp lv - bq'V * Vp lV - aq l V 



•‘J 1 •- 

wenn b<#er 


ptn_ 


bq m 


pm 

< i fji, fo muß alfo - 


• ' -j 


P 1V - 


bq lv 






ptV 


einem £f>ei(e oon 


aq I[I - 


-P ,u 


gleich fetjn. 


folg«# 


. .. x 




P 1V ~ 


■ aq iv 


1 Dill 

- 1 _,< 


a UI - 


qp UI . 


2 I 6 er 


aq UIi - p m 


t(l> u 


il:,.r P 1V 


P ,v - 


aq iv 




p iv - aq iv 





•• ' " - „!»_ vjim : v - * ; 

* folglich i(l ble 23ebingung i einerlei mit 

' " p iv — bq^ .■« 



pm 

biefer - = ober < i. 

piv 



2(nm f b, Ueb* 
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tiefer Beiten OUifjen, beren 34 Softer alö 3 ijl, «1$ 
Bcfannt angenommen weifben, man auf bie öor&etge* 
fcenben ©lieber Biö auf P 1V unb Q v , unb, wenn bie 

93cbingnng — _ = ober <1 jlutt ftnbet. Bi« 
P 1V 

auf P m unb Q IV juruBgefyen Bann, unb baß mithin 
alle biefe ©lieber burdj biejemgen Beflimmt fmb, bie 
man alö gegeben annafym. 



Sn ber 3!l)at, wenn j. 18. P VI unb Q V1 als Be* 
Bannt angenommen werben, fo ergibt fiel) guerfl P v 
auö ber ©leidjung (Q 1 * 1 ) 2 - P v . P VI = ^ E; fobann 
and Q VI unb P v ber UBertft Bon Jicrauö fofort 
Q v burdj bie ©leicfyung Q v — fJr\ PHt- ($t* Ser* 
ncr gibt bie ©leidjung (Q v ) 2 - P IV . P v = j E bcn 
UBertfy öon P 1V , unb wenn fcorauö Belannt ifl, baß 

Elü. = ober < i. fei;n muß, fo finbet ficfy alö* 



bann u lv , unb auö biefemQ v , auö ber ©leicfjung Q v = 
iv piv + Qiv /Un& entließ P 111 auö (Q IV ) 2 - P m * 
piv_ i e « , 

r 4 “ • • • J .1 



jjierauö fann man leidjt ben allgemeinen (Schluß 

jiefon : HBcmt P A unb P A + 1 bie erften aufeinan« 
ber folgcnberf ©lieber ber SRci^cn P', V", P /// ic, ftnb, 
roelie t>erfd)ie&cnc gci&tn fyaBen, fo wirb fowol baö 

©lieb P A + 1 alö bie folgenben, nadj einer gewiffeu 
Slnjal von ^wifcbcngliebcrn, immer jutn IBorfdjein 

a + P A 

fomtnen, unb aud) baö ©lieb P , wann — 



i 

= ober < i tß. 



pA+ I 

• •» 

JDenn 
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' - ©enn wenn wie «nueftmen, eö (et), (wie §. 34.) 

p* + ^liÜ P» w» ‘Ö* + ** =<f gefunden 



worben, .unb tt fet) ufcerbig > A, nemUd) tt=ä+v 
(0 Jan man einerfeitö non bem (Stiebe P 77 ju P A+ 1 
ober' P* uttb anbrerfeitb non p 7r+2 ? ju p^+ 2 ? +I 



ober P A+2 ? fyinauffteigen ; unb ba bie ©lieber, non 



benen.matt beiberfeitb aubgefyt, gleich ftnb, fo werben 
attdj alle übrige, bie auö ifynen entfimngen, refpccti# 
ne.gteid)fet)n, (0 baß alfo p Ä + 2 ? +1 = P^ + 1 

unb im$aU — P , = ober < 1, auefj P A + 2 S 
. ;Jr " p A+I 




' . $ierauö Jattn man atfo einigermaßen auf bid^e* 
rioben in ber JRetye P°, P', P", P'" u. unb folglich 
aud) in ben beiben anbern 9 leil)en Q^Q', Q!', Q w/ ic* 
unb fjL, 1 u‘, p", fx 111 ic. (fließen. ©ab aber bie 
ftlnge berfclben anbetrift, fo fydngt fie non ber 
fdjaffenfyeit non E , unb jwar einzig unb allein non •• 
bem SXÖert^e btefer gal ab, wie id) erweifen Jönntc, 
wenn iä) nidjt befürchtete, alljuweitldußg ju werben. 

3 * 3 

' : .... §• 37 * 

9ßaö im norfyergefyettben §. bewtefen worben iß, 
Ifann aud) auf folgenben frönen ßefyrfaj angewanbt 
»erben : ■ , 

5 . . Jsebc 
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^ebc ©letcfiung Doti ber Oeftatt p 2 - Kq 2 = r, »0 
K eine ganje bejahte gal, bie feine Üuabratjal tff, 
bebcutet,unb p unbq unbcßimmteÖr&ffcn fmb, fann 
immer in ganjen 3 ^« aufgelöst »erben. Denn 
»enn man p 2 - Kq 2 mit bcr allgemeinen J^mcl 
Ap 2 + Bpq -f Cq 3 Vergleicht, fo ergibt ft'df) A = i, 
B = o , C = - K ; mithin E = B 2 — 4 AC = 4 K 
nnb \ T E = T K. ( 33. ) $olgltc$ P°= r, 

Q°=V 3 / alfo pL < Y' K. Q- fx unb PV= ; 
»oranö erhellet, baß 1) P 1 berneint ift, unb folg? 
Iid> mit P° berfdßcbne ^etc^en fyat. ' 2) .Daß - P‘= 
ober > 1 iffc, »eil K unb /u ganje ^alen ßfitb ; fo 

pp. . 

baß alfo =» ober <!'; folglich iß - , ttatf) betn 

-P l • — 7 ' r, t( 

borfycrgefyenbcto §. a = ; o, unb P 2 £=P 0 = 1; fo 
baß »enn man alfo bie iKeifye P°, P', P^. :c. fort* 
fejt, baö ©lieb P°= 1 notl;»cnbig nad) einer ge»ifs 
jenSlnjal bon gmifcfycnglicbcrn »ieber juni 23 orfcßein 
fommen muß;.folglid) laßen ft cfy, immer »eige gnjültge 
SDicnge bon ^Berthen für p unb q frnben, »ctcfye bie 
Jortnel p 2 -.Kq 2 bcr t£inl;eit gleicf) uud).cg. *S). t 

. ... • .. - s 

*) Um ba >5 bisherige burd) etn ^effpfel 311 erläutern, 
»offen retr annebmen, eO foll x +97 q 2 311 einem 
Cttabrat in gan3en3atrn gemacht »erben. 3 >?an felge 
alfo 1+97 q 2 = p 3 fo muß, p 3 - 97 q 2 = u fepn. 
fOerglelcbt man nun btefe gormel mit ber atfgemel* 
nen Ap 2 + Bpq + Cq 2 , fo iß hier: A= 1, B = o. 
unb C = -r ,97 folglich E * B 2 - 4 AC^. 97 
alfo \ E = 97 unb \ Y' E = Y' 97» ferner 
ift Q°= ^ B.ä o unb P°= A = 1. S 0 ?an ßelle* 
alfo nach beu govmeln .fi . . 

, Q°= 
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96 II. Äap. 93on t>en unöcjltmmtcc 

. 4 k 

§. 38. 

2ftan funtt aud) folgcnben bewcifcn : 

9Benn bie ©leidjung p 3 - Kq 3 = + H in ganjeit 
$alen foU aufgelöst werben f&nnen, ( wo ubrigend 
K {eine Üuabratjal, unb H bejaht , nnb deiner aB 
y'Kift), fo muffen bie »frlcn p unb q fo feijtt, baff 

£ einer toon benjenigen djauptbrudjen ift, bie ftdj 

q 

bem 3Bertl;e Y' K nähern. - •' 

SßJit wollen jucrfl annefymen , baff baß obere 
ÜJeidjen flatt ftnbe, unb alfop 3 -Kq 3 =Hfet;; alfo ijl 

p — q Y' K = H 

p + qj^K 

. unb£ — K*K= 5 

q <f+rK) 

SDlan fudje nun jwet ganje befaßte $alcn r unb f, bie 
f leinet alö p unb q, unb juglcidj fo finb, bafKpf-qr 
= i. welcfyeö (naef) §. 23.) immer tn&glidj ifl, fo wirb 

£ — £ = _£ ; jiel;t man biefe ©leidjung t>oit 

q f qf 

ber 



g°=ib, p°= A f p < 

Q!= ^P 0 +Q 0 ; /< 

, P° 

. &c. &c. 

fotgenbe 58 ewfjnung an : 



Q°+|VE v 
~P° 

q'-|ve 

pT~ 

Q°=0. 
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t 



' I 

bcr tootl;crge ( l;cnbcn ab, fo ift 

L— rK=_ 



H ,*j ■ I ^u- -V ■>’; 

qf 



! Ä; V , 

1 ' f. ~ *♦ 



' w ©4 



w 

”•';...© i fo 

f r, . '< ) _ ! • : i “ 4 

£>a nutpter P xn ==\ ji fft, fo ftf eö nfc^t 
nWg , bie wecbnung roetrer fl>rt jufföcn ; n>f t( für 
pxiii , P X1V tc. eben bie SBertbe wie für P', V" :c. 
nur mit uerjebrtim Reichen i^ni 93orfd)ein fommen, 

unb man ${fq, um auf P^=y + i 4M fommen, nur 
bie bereis^^|eci)neten > nto't. ecrt , ihnen jugeb&ri* 
gen ÜBerrl>ei» »OM f*> fjf 4f.,«t»bttUn barf. 9?un 
muß map {fcj&ptff bie »on p unb q rüfmarti 

geben, roel^e^ptroeber bwf^gbie j. 45. gegebenen 
gormein^ jopfr nod) leidj^Cjpermittelß ber bei ben 
fortlaufe»! ^ep S5ru(f)en {frJ^E^rjop SJletbobe auf fol* 
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ioo iE $ap, $on t*n 9 Äimmi$ wi&ejttmmt« 

H 

" q f-Zn-rKj 
f H ■ 



fo baß alfo p— q >^K = 



i ■p<3 

•» 

1 



'J-frK-lj q f p +r Kl 1 

iQi'.tt f' ! '•' , q »I— * | ' T r r " i'.» 

ii,’ V: u ■■ifti V ; - 5 



rj ><■; / , 

’ ni. 



i ' ( y 



•juir ,'-'rtr'r. r* 

* i 

nuiC .fit,} ji 
Slu-i. '£» ,p 
un&trtg 
;i:1 i’iC a C i)i j 
hu stfartTijt 
18 



1 ." 

^ 7*95 
1 + 78489 
14*5 684 
“ ^04173 
f ‘ 36^857 

,i ^4° : 3 ö 

-••063887 

54*3465 

637735 s 



v ‘*. r 

TjJ»<f 5 HC? 



b* 



r IS! 



773 osr ‘ 

14348*1* 

2207848 ' ' * 
3642660 ' 1 

585051:7 

'•9493186" ,, ’*-< 
533*6447 

628®9633 r 

0 I i | 

SDUtbln iß in p 3 = 1 +97- 4V q» 62809633 
»nb p =*6377352,, welche« Juglfcieb bie fletnßen 
SBertbe in gönnen £olen ftnb. 

5 n bem Xlten SBdnbe ber tteueh Petersburger 
Commentare gibt < 5 uler ebenfalls eine attge* 
meine 9 iußbfung btefeö Problem«, bie fei)r ftnnreich 
unb bei weitem fftrjer iß, als bie pelltfdje 9 Jle* 
tbobe. 3nbeffen aber behauptet btnnocb bie bl« 
norgetragene beS De la Gr an ge, fowol tn '2lb< 
ficht «uf bl« SMßänbigfeit ber ©abe , auf welche 
fte gebaut iß , als auch befonberS »egen ber großen 
Einfachheit b<t ^Rechnungen , bie fie erforbert , im* 
merbin ben Porjug , unb läßt, roqS blefeS fo nur!* 
rcürbige Problem betriß , nichts mehr ju wünfchen 
ftbrtg. v .i ; - T ^ Ueb, 
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firmeln mtt.&ipei unkfannt«^©r&^n n ioi 
feu aber .£ > T K *) , unb tf < Y' K; fo muß 



& fn V , 1 ' . >j J 

H 

~r — <4fct>n* iftbemna^ p-q V'K < _! 

L-frK aq 



r 1 ,! 



fH 



■ r » • i 

Hi 



«tfo ‘‘ fp' »' 5 ! Y ow f° me ^ r < *' we{l f < 4 

■Mq+H , ;W u 

• m **>/•? • ft l ... rtf .. jC ü /* am V 



tfl: Mati 4 iffc ber Sludbrut r — *■ f Y' K beweint, 

über befaßt genommen, tffc berfelbe > — , 

Mil ,'j -“/jprjo . s, ji» .. .jq /!. 

•y < : , J a; .1 

weit i — _ T P q-^Kl > b \ \ 

1 i t . S f 



,dl 1 r q Ü+rH 

. y, n t \ n 

<WY\ C.L Jt 



, SDZan bfcntncub bte jrcet ©r&fien p — q V*K 
vttbr — fV'K, ©ber wenn a = Y' K. gefejt wirb, 
p — aq unb r — af, weldfje eben beitfclben .^ebins 
gungeft unterworfen fmb , bie wir §. 24. bo&uöfej* 
ten, folglich lc * $♦ ( a6.) 5 Bdre aber p 3 — Kq’= 
— H, fo mußte man fbld^e 5 Bettbe für r unb f fu* 
<bcn , baß pf — qr = — 1 , unb man erhielte bent* 
nach biefe jwei ©leidjungett f L ^ 

H 

q r K — J>== ^ ( r . ^ + pj| ; 

, ! ftt'/fß !)' ;}. „-:j j .. / JT 

! *) Da p*-K 4 ?*If^fo <jr[n + ÜI) < 

* l 3 * J ' 

,v " ; # p '"“TT 

/i 1 “ fm S 7 ß v f)of‘ >1 ■ c v •: t of rtf; 

9; • *♦ ® .H i Öif tSij'n - r ilf. -JfiA 
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löi lll'ft&p. 25on ben !Ü?inimt$ uukftimmte? 



;] '».*» •! ; i 



f yi K — r= 1_< q frK+_p' 



7 r A l i 



•n:;fH >1 



•f- V ^ 



3)a aber H < Y' K , unb f < q , fo mu£ 

f H h 1 

> > ’ ' ~~~~T <: 1 f e 9 n > f°^ alfo. *»e (Sr&fpt 

,r^6_ .. 

fV'K — r ttcrueint i(l* 216«: eBcn ^ief? <5^6^ 
bejaht genommen, ift'gr öfter alß q?^K — p. Um 
t>ip ju bevoeifen, muft gezeigt werten, baft 

fH r il y q - iiVft ‘ 

• M‘“¥S3L 1f ifcf) 

x>,% j^'V V - H J. t Vj L *; H /, f 

M ! >fc,^rK+ -f- 

~ f o}I - q 7VJ:, * .o? ) .?> 

m)1 <5 mh " ',4~ ‘.ÜL-T ir.m jtfum :] . ’ ; 

ißnd sO ■?»•■; ■ •'. :>! ••••: , q- • i; 

jj_|_ f H ^ i.s'j) ) 'VS:- •; •» ::im< 



« , . -- rr «. * <- 1 j 

Siber nadj ber angenommenen ©otaußfefjung iß 
H, alfo bldbt nodf) ju erroeifen, baftJP 

q 

> *21, o hei p;> ftt* 3tun iß ato frK-r 
' , 



ceraeint, alfo rnuft r>fr lCfepn, folglich audj 
am fo meftr p, baß gröfter alß r ijt, p> f V’ K , 
alfo aud; gröfter alß f H. * 2llfo 
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5llfo haben p — qfK unb r — f Y' K ber« 

' frf)icbe«e Beiden , unb i'tberbig ( wenn man non ben 
Beiden abfirabirt), ifl bie jweite grbffcr ald bic erflc, 
wie im ttorbergebenben £all. ^otglid^ ic. 

5Öemt alfo eint (Steigung t?on ber Jorm 
p — Kq 2 = + H. ( wo H < Y' K tft ) in gan* 
jen Baien aufgel&jjt werben folle, fo flnb eben biefel« 
ben Operationen ju tnad)cn, wie §. 33. ; wobei alfo 
A= 1 , B = 0 unb C= — K gefejt wirb. §inbet 

fid) nun in ber ftcil)e P°, P', P", P'" tc. P* +2 ?' 
ein ©lieb = + H, fo ift bie $rragc «ufgelbdt, wo 
nid)t, fo gibt cd für folgen $all teilte 9lufl6fung in 
ganzen B'^en. 

91 n m e r £ u n g. 

§• 39 - 

s i8ir traben §. 33. in Aa® + Ba + C nur eine 
SBurjcl betrautet, nub biefclbe bejaht angenommen : 
® olltcn nun aber in biefer ©leidjung beibe $Bur jeln be* 
jaljt fegn, fo muß man fie, eine nad) ber anbern , flatt 
afc|en,unb beibeiben eben biefelbe Oper ation t>orntl;s 
tuen; ^ffiare aber eine bcrfclben, ober gar alle beibe t>er* 
ucint, fo muffen fie erftlid) baburd) in bejahte B«ten Der s 
wanbeit werben, bafj man erftend bad B e i^ cn öonB 
toerinbert, ubrigend aber wie oben berührt, unb nad)< 
t?er jweitend ben SBertfyen bon p unb q berfdgebene 
Beiden gibt, ncmlicb bem einen plus, bem anbern 
minus ( §. 29.) 3 ™ allgemeinen bat alfo B beibe 

Beiden +, unb fo auch Y' E, bad ift: ed wirb 
Q° = + 1 B , unb?^E = ±?^E fegn. Sftur 
muffen biefe B«d;en fo genommen werben , ba$ bie 

£Bur$el a— + * ^ — 2 bejaht feg, weld;ed 

A 

© 4 immer 



Diqiti2 



by Google 
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immer auf jwcierlet 2lvt gefdjcfyen fann. $ad obere 
geidjen toon B wirb bie bejahte 9 f>urjcl feebeuten, iit 
meinem ftalle P un & <1 einerlei ^cid^en fyafecn muffen, 
im ©egcntfyeil afeer ift baö ^cidjen bon B für bie bets 
neintc ^Btirjet, in weldjcm^Jall bic ^cid;en p unb q 
Verhieben finb. 

93 e i f p i e l. 

■ ■ §. 40 . 

Sfftan fudf)t biejenigen ganjen »Jalen für p unb q, 
baß 9 p 3 — 118 pq + 378 q 3 fo Mein, ald m&gttd* 
, tccvbe. 

9Bcnn man biefe formet mit ber allgemeinen 
«formet ber britten Aufgabe berglcidit , fo ergibt (ich 
A = 9, B = — 118, C = 378. alfo B 3 — 4 
AC = 316; ropvaue ju erfefjen, baß biefer 3rali 
ftcf> auf §. 33. fecjicljt ; (£d fco alfo E = 316, unb 
mithin 5 Y' E = Y' 79 ; unb ba K 79 ^-9 iß, 
fo laßt fid; anflatt ber 9 Buvjelgvfeffc Y' 79 entweber 
8 ober 9 annefymen. ^nbeffeu gebe man fomol B alö 
Y' E baö hoppelte 3 eid)en + unb — , unb neunte 

tyernaeß biefe »Jcußep alfo, baß a = — 59+2^79 

9 

feejaptfep, (§. 39 .)* 5** biefem $alle muß man 
alfo für 59 immer bad obere »jeidjen «tefymen ; bie 
SBurjelgröjfe 79 aber fan« femol -f- alö — fyafeen. 
(£d fep bemnaef» immer Q°= — \ B ; Y E aber 
fowol bejaht, ald berneint. £aßt und nun 1 ) 5 YE 
= TT 79 feeja^t amtefymen, unb (nad) §. 23 .) fols 
genbe 9fed;romg anßeHcn ; 
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^Beitet fc|c id) bie SReefjnnng nid)t_ fort, weil 
Q vll = Q l unb P v ‘‘= P 1 / unb ber Utitcrfd)icb 1 unb 
7 eine getabe $al ~>f* ; woraus folgt , bafj alle fols 
genben ©lieber jwieberutri ebeubiefclbcn fCtjn wer« 
ben, wie bie öorljcrgeljcnben, fo baf? alfo Q V11 = 4, 
Q VIU =-|£ Q 1 ^ 7 ici Q Vl - - 7 , P vm =io, 
P 1X = - 3 ic. uilb baljer bie oben angejeigte SReü 
l)e , burd) blofe 2 ßieber^olimg , Ui adj ^Belieben in# 

Unenbltdje fortgcfjjt werben fann. 

< .... *< — 



2 Sftun wollen wir Y' 79 audf) mit bem 
verneinten ^ c ^ cn nehmen , unb bann wirb bie 
jKecfynung biefe Tet)ti ; *' T '* 
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5 Sciter wäre e& utvuüj, bie,. jRcifye fertjufefjen, 
weil Q iX = Q ul unb P IX =i/P 111 ', uutb allerfeifj ber lln? 
tcrfd)icb bon 9 uub 3 gepfee ift , : i#tb man-alfo eben* 
biefelben ©lieber in ebenderselben p$bnunaiqd Unenfe* 
lid>e wicberfyofylt , ^t>ieiej: erhalten fowefeei 7* 



! 

CT> 



5 ßcnn man aber bicÜ&ertfye non P 0 ^ P', P /y iL 
bie in beiben fallen gefunden werben, toergleicf)t,'-'fo 
ftnbct r ,H), ba| ber flcinjU-bcrfelbc« = — 3 ifl, unb 
jwar im erftcn $all *ft *6 baö ©lieb V'&, bemifeie 
$Bertl;e p w/ unb q /y/ correfponbiren , in anbern aber 
P 1V , betit p IV mtb q lv correfponbiren. 



©ö folgt alfo l)icrau$, bafi ber flcinfte SEBertl;, 
beffenbie gegebene formet f<tyig: ift, =?;— 3 ftp; 
um nun bie corrcfponbirenben ^Sertfye poa p unbeq 
ju bekommen , netjme^man für b^n 'elftel 5*^ bte 
^alen p, pf, /A'b. j. 7^ 1 ,'1 [ unb ;mad)e bdraiid 

bie conncrgirenben Jg»auptbruc^e -|7 ber brift 
n /// . i’ ! * . 

te 93 rud) ifl £_, fo bag alfo p"^. 15, unb q w/ =2 iß; 

4 *-•** ■— 1 ri 

unb biß finb halber bie gefugten 5öcrtbe für p unb q. 
2>m jweiten Jade neunte man bie »Jäten /-o p'> p"> 
ld!" f ober 5, 1, 1, 3, welche biefe 93rucf>e geben: 
f, f, H, fobapifop lv ^ 3 9, <T=7 /unb 
mithin p = 39 unb q = 7 fepn wirb. 



©tc < 5Bcrtfte , bie ffir ’p mtb q gefunden worben, 
unb bie formet, ju etnenvDJ'iniiuum machen, jtnb ju# 
gleich aud) bie fleinftcn; inan fantt aber, nuct> ^öelie* 
feen, nad) unb nach grbflfere finden, weil ebenbaffelbe 
©lieb — 3 nadj töerflu^ bon je 6 »Jwifdftnglicbern 
immer wieder jum tBorftfftm fornmt: fotiaß für fee« 

crjlett 
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Formeln mit jmri un&cfannten ©roffetu 1 1 1 

erftcr, galt P'"= — 3, P ,x = - 3 ^ P xv = — 3 
je. tutb für bcn zweiten P 1V = — 3, P 3 ^ — 3 i c , 
golglid; gibt ed für bcn erffcrn gall folgenbc 5 Bertl;c 
für p unb q, p'", q'", p ix , q ix , p xv , q xv ic. unb 
für bcn jtrcitcn p lv , q iv , p x , q x , p XVI , q xvi jc. 
9 lber bie correfponbircnbcn /*, p 1 , p" ic. ffnb für ben 
erjTcn 7, 1, 1, 5, 3, 2, 1, 1, 1, 5, 3, 2, 1, 1 1, 5,3, 
ic. biö inö llnenbliche, weil / x Vil = p l , // vu - p n u. 
woraitö (nad) §. 20.) folgcnbe förud^e entfpttngen : 

7 1 1 5 3 2 1 

* 1 2 11 35 81 116 , , 

I I :>•: 5 ) > 

I 486 2361 ^ 13291 , v •' 

i 97 3*3 '^762 

* v • | t 

wo man alfo flatt p bie $alet bce bvittcn, neunten, 
fünfzehnten tc, 23 rud)ö , unb flatt q bie zugehörigen 
Sftenner, alfo p = 15, q = 2, ober p = 2361 unb 
q = 313 tc. fefen fann. ^weiten gall fttib bic 
^Berthe i?on p, p 1 , p'! :c. 5, t,% 3, 5, 1, 1,1, 2, 

3/ 5 / i/ i/ i/ 2 w» »«Ä M w tc. 

worauf folgcnbe 93 rüd)e cntfjmngen : 

5 1 1 3 5 1 11 

5, llf 39/ ^/ f45, 45i, 696 ;-' 

I 1 2 7 37 44 81 125 

2 3 5 

1843 , 6225 ^ 32963 # &c. 

331 1118 592 i‘ &c. 

unb hier werben ber vierte, zehnte, fecf>ögcf;nte förucf) 
bie ^Berthe toon p unb q geben, welche bemnad> finb: 
p = 39, q = 7, ober p * 6225, = m8 Je. 

Stuf 
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2tuf bicfc 3 lrt taffen fi'cf) alle 5ßcrtt)e feen p unt q 
finben, welche bie gegebene formet = — 3 macbeit, 
bad bctnnacfj ber fteinffe mögliche 5 $erth berfetben 
iff. < 5 ö tteffen ftef) aud), wie wir oben gejagt tjaben, 
allgemeine Jotmdn angeben , bie alte tiefe 5ßevt(;e 
feon p itnb q in ftef) enthielten, wobei wir un$ aber 
nid^t aufhatten. 

^Eöir fanben, tag baö SOtininumt ber feorgegebe# 
nen formet = - 3 , unb folglich feerneint fet). Sftan 
fSnnte aber auch nad) bem ft ein ff en bejahten ^Berthe 
fragen, beffen ebenbiefetbe formet fähig iff, unb nun 
mußten atfo bie Leihen P°, P', P", P ,u tc. für beibe 
5 <tde burd£)gegangen werben. SRun iff im erffercit 
P IV , unb im ^weiten P'"= 5; bie Sßkrthe feon puub 
q atfo, bie ben fteinffen bejahten 'ffierth geben, fiiib 
im erffen j^atle p lv , q IV , ober p x , q x tc. unb im 
3weiten p' ;/ , q'", p ix , q IX tc. ober p = 83 > q = ii/ 
p = 13291, q - 1762 tc. unb p= 11, q=2, ober 
p = 1843^ q = 33 i «. 1 ; 

Uebrigend muff man ffch erinnern, baff bie $aten 
fA, pf, fx ! 1 tc. bie in beiben jaden gefunben worben, 
nicf)t 6 anberS fnjb, atS bie ©lieber ber forttaufenbeu 
«Bruche , welche bie beiben ^ßurjcln ber ©teichung 
9 A a — 118 A + 378 = o feorffeden. 

t * * 

2 )iefe SEBurjetn werben atfo fcpn : 

7 + l 

1 4- 1 

1 + i 

' ; '■ 54- I 

4 • . >+&C. , . 

5 + 1 
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5 + I . ; ' T : . 

I + 1 

I + I 

.3 + 1 

5 + &c. 

welche Btuöbrücfc burd) blofe ^Bieberboluitg eben* 
bevfelben $aten inö Unenblicfye fortgefegt werben f 6ns 
neu. 2lud btefetn hißt ftd? alfo erfeben, wie matt 
ju toerfaljten habe, um bie 5öur$eln einer jeben ©leis 
djung beö gweiten ©rabd üt fortlaufenbe [Brüdje ju 
rerwanbeltt. 1 

9 t n m e 1 1 u n g* 

©uler gibt in bem XI. 53 anbe bet neuen tyt* 
teröburger 9 tb()anblungen eine SDletbobe, bie ber uns 
frigen Ähnlich ift, obfd>on biefelbc auö etwaö anber» 
©r unbfÄfen bergeleitet worben, nach welker bie 5Burs 
jet einer Jeben ganjen >J<tt / bte fein üuabrat iff, in 
einen forttaufenben 93rucf) rerwanbelt werben famt, 
unb fugt jugleidj eine Tabelle bei, in weiter bie fort« 
laufenben iörudje für alle natürliche ^alen bid 120 
berechnet ftnb. 2)a biefe Tabelle bei mehreten ©des 
genheiten nüjlid) fet)u fann, befonberö bei 9 tnft 5 fung 
ber unbefütnmten ©lcid)ungen rem jweiten ©ras 
be , wie im $ap. VII. gegeigt werben foll; fo hoff« 
ich, e ® werbe bemfiefer angenehm fetjn, wenn ich biefe 
Tabelle ebenfalls beifüge. 2Rur iff gu bemetf en, ba£ 
jeber 5öurjet gwei Leihen ganger |$alen correfpous 
biren: bie obere iff bie [Reihe ber galen P°, — P A , 
V “, — V u ‘ ic. nnb bie untere diejenige ber $akn 

fA, y!, n", p! n Kr 

III. l&eiL -fl ■ v ft 
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V 2 


il> $8on un&efftmmter 

I I I I IC. 

I 2 2 2 IC. 


1 2 1 2 1 2 1 tc. 

V 2 

0 I I 2 I 2 I 2 IC. 


V 5 i 


I I I I IC. 
,2 4 4 4 IC. 


•A 1 2 1 2 1 2 1 ic. 

V 0 . 

* 2 2 4 2 4 2 4 tc. 


v 7 1 


: 1 3 1 3 i 3 2 3 1 
2111411141a 


00 


1 4 1 4 1 4 1 tc, - 

2 I 4 I 4 I 4 IC. 


V IO 


I I I I IC. 

3 6 6 6 ic. 


V II 

f • * 


1 2 1 2 I 2 I IC. 
.3363636 IC. 


I . , .s 

Via 


1 3 1 3 1 3 I IC. 

3 2 6 2 6 2 -6 tc. 


v J 3 


* 4 3 3 4 1 4 3 3 4 * 
311116111161c. 


v 14 


1 5 2 5 1 5 2 5 1 K. 
3121612161c. 


v 15 


16161611c. 
3 1 6 1 6 1 6 ic. 


v 1.2 


I I I X I IC. 
4 8 8 8 8 k. 


v 18 


I 2 1 2 I 2 I 2 I IC. 

448484848 ic. 



yi9 



\ 
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v 19 


1352531352531«^ , 

4313128213138«. 


V 30 


1414141412c. . 

4 2 8 2 8 2 8 2 8 >c. 


V 31 


1 5 4 3 4 5 1 5 4 3 4 5 1 
41121181121182c* 


V 3a 


1632361632361 2 C. 
4124218134218 «. 


v ,J 172717*1 !«• 

* ä | 4 i 31 8 i 3 i 8 ic. 


v 34 


1818181W. 
4 1 8 1 8 1 8 2c. 


v 36 


I I I I IC. 

5 IO IO IO 2 C. 


V 37 


13 12 12 I 2 C. * 

5 5 10 5 10 5 10 ic. 


V 38 


1343 1343 1 w. 

5 3 2 3 10 3 2 3 10 ic, 


v 29 


14554 14554 iw* 

521 J 3 I 03 I 1210 2 C. 


V 30 


1 5 15 15 15 iw. 
5 2 10 2 10 2 10 2 10 IC. 


v 3 1 


16532356 1652c. 

5 I I 3 5 3 I I IO I I 2C. 


v 33 


I747 I747 I 2 C. 

5 i i i 10 i i i 10 ic, 


V 33 


1838 1838 11c. 
5 1 2 1 10 1 2 I IO IC. 



$ 3 v 34 
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V 34 



v 35 



V 3 ‘|6 



Jl 

v 3»|6 



v 39 



9 S'9 1939 1 zc. 

I 4 I TO I 4 I IO JC. 



10 4 IO I io I IO ZC. 
I IO I IO I IO I ZC. 



| I ;1 I I IC. 
?12 12 12 12 IC. 



;2 1 2 12 I IC. 

6 U 6 12 6 12 IC. 



3 1 3 1 3 1 «* 

4 12 4c 12 4 12 ZC. . 



4 14 14 I 2C. 



4 ° |6 3 12 3 12 3 12 ic. 



v 4 * 6 




v 44 6 



v 46 



v 47 



V 48 



5 5 1 5 5 I 

2 2 12 2 2 12 



6 16 16 1 :c. 

2 12 2 12 2 12 tc. 



763929367 I 7 6 ic. 
I 1 3 ! 5 I 3 ! I :I 2 ! UC. 



8 5 7 4 7 5 8 185«. 

1 1 i 2 1 1 1 12 1 1 zc. 



94549 194549 19 

I 2 2 2 I 12 I 2 2 2 I 12 I 



10 3 7 6 5 2 5 6 7 3 10 1 10 
1311262113 1 12 1 



II 2 11 I II 2 II I zc. 
15 II» 15 I 12 IC. 



12 I 12 I 12 K. 
I 12 % 12 I tC. 
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v 50 


I I I I IC* 

7 14 14 14 ic. 


sr 






V 51 


12 12 12 ic.' I « r J i: - v 

7 7 14 7 14 7 IC.* Öl 




v 52 


139493 139 4 *9 > 3 V ' 1 3 «9 v 
741 2 f 4 14 4 1 1 1 4 14 4 ft. 


V 53 


1 4 7 7 4 1 4 7 7 4 1 4 7 lc ' 
7 3 1 1 3 14 3 1 1 3 14 3 1 


8Ö v 


v 54 


159295 159295 

7 2 1 6 1 2 14 2 1 6 i 2 14 2 ic. 


v 55 


1 6 5 6 -ii 1 6 s 'ßv'i-tc. ( 

7222 14 222 14.' 2 : 1CI 


C- V 


v 56 


17-1717 1 ic* v 1 1 
7 2 14 214 2 14 ic . 1 


ir v 


v 57 


1 8 7 3 7 8 1 8 ? ’ ? 1 1 s- v 

7 1 1 4 1 j 14 I I IC. 


v <g U 9 6 7 7 6 9 196«. 
3 I7 1 1 1 : i 1 1 14 r f ic. 




v 59 


1 10 5 2 5 10 1 10 5 ic, 
7 1272’ 1 14 I 2 IC. 


[m * 


v 60 


1 11 4 11 1 11 4 IC. 
7 12 1 14 I 2 IC. 


v 61 


1 123495 5943 12 1123 ic» 
7 1 4 3\i 2 2 1 3 4 1 14 1 4 ic. 


V 62 


1 13 2 13 1 13 2 IC. 
7 16 1 14 1 6 ic. 




V 63 


1 14 1 14 1 14 IC. 

7 1 14 1 14 I IC. 

S ) 3 V 65 
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v 65 



|i 

9 



I I I IC. 

16 16 16 ic. 



v 66 


12 12 1 tc 

S g 16 g 16 ic. 


v 67 

• / 


1 3 6 7.9 *2 9 7 6 3 1 3 6 ic. 
8 S 2.1 1 7 1 1 2 5 16 5 2 «. 


V 6810 4 I 4 i 4 “- 

18 4 16 4 16 4 ic. 


v 69 

.4 * 


154 n 3 n 45 1541c. 

83 3.14 13316331c. 


v 70 


169596 1691c. 

82121216211c. 


v 71 


1 7 5 11 2 11 5 7 1 7 5 IC. 

822 17 122 16 22 IC. 


v 72 


18 18 x 8 ic. 

8 2 16 2 16 2 ic. i 


V 73 


[1983389 198». 
8 1 1 5 5 1 1 16 1 1 u. 


v 74 j 


I IO 7 7 IO I IO 7 IC. 
8 1 1 1 1 16 1 1 ic. 


|i 11 6 11 1 11 6 ic. 
v ”|8 i i i . !C . : 


v 76 


1 Ia 5 8 9 3 4 3 9 8 5 « 1125 ic. 
8 1211545112 116 121c. 


v 77 j 


1 J 3 4 7 4 1 3 x 13 4 «• 
8 1323 1 16 1 3 ic. 


** 78 


1 14 3 14 1 14 3 ic. 
8 14 1 16 1 4 ic. 



V 79 
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v 79 



|r 15 2 15 1 15 2 tc . 
|8 17 1 16 1 7 tc. 



V 80 


. — — — — — 

I 16 I 16 I 16 tc. 

8 1 16 1 16 1 tc. 


V 82 


I I I I IC. 

9 18 18 18 tc. 


V 83 


12 12 ' I 2 JC. 

9 9 18 9 19 9 ^ 


v 84 1 


3 3 13 1 3 tc» 
9 6 18 6 18 6 tc. 


V 85 


14994 1 4 9 tc. 

9 4 1 1 4 iS 4 1 tc. 


v 86 


1 5 10 7 11 2 11 7 10 5 1 5 10 tc. 
93 11 18 1 V 13 *8 3 1 w » 


v 87 


16 16 1 6 tc. 

9 3 J 8 3 3 tc. 


v 88 


1 7 9 8 9 7 , 1 7 ? tc. 
92111218211c. 


v 89 


1 8 5 5 8 1 8 5 tc. 

9 2 3 3 2 18 a 3 tc. . i . - 


v 90 


19 19 1 tc. 

9 2 18 2 18 tc. 


|i 10 9 3 14 3 9 10 1 10 9 ic. 

y {9 1 1 5 1 5 1 1' 18 1 i:c. 


v 92 


1 11 8 7 4 7 8 11 1 11 8 tc. 
9 112421^*18 1 1 tc. 


v 93 


1 12 7 11 4 3 4 11 7 12 1 12 7 tc. 
9 1. I 1 4 6 4';i 1 »1 18 1 1 tc. 



$ 4 



V 94 
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v o4( I,I 3' 6 '5/9/io,3 / i5 # 2 r i5 / 3,io,9 f 5 f 6^i3, kc. 
19/ 3/ 1 / t/5 / */8/ 1^5/ i/i/3,2, i,i8:c. 



V 95 


f 1 14 5 14 1 14 2C. 
[9 a a 1 18 1 ic . 


v 96 


1 i5 4 !5 1 15 2C. 

.9 13 1 18 1 tc. 


V 97 


'1 16 3 11 8 9 9 8 11 3 16 1 iötc. 
9 15 1 I 1 1 1 15 1 18 1 tc. 






v 98 1 


1 17 2 17 1 17 :c. 

.9181 18 • 1 tc. 


v 99 


fi 18 1 18 1 tc. 
[9 1 18 1 18 tc. 



©o ift alfo j. 23. 

Ka ~ i ,-f>, j 



2 + 1 

2 -bl C. 

^'3 = 1 + l 2 

. i I + 1 

2 + IC . 

unb fo weiter. f. • 



Uttb wenn man nacfy jebem einjelnen tiefer fort# 
laufenben SBrucfye bte conöergirenben 95tudje 



t, El, El, p"' 



IC » 



U «M 



q q' q" q< 
lilbet, fo erlitt man 

Cfy —2 Cq°) 2 = J. • 
(P* ) — a (q' ) 2 = — I» r 
Cp'O 3 *— z Cq'O’— - I* tc. 



Uns 
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Formeln mit jrnet unbefmtnten ©röffett. 121 
Unb eben fo - — ‘ — • • - 

(ff— 3 (q 0 )^ 1* 

(p' )*— 3 (q' y= -- 2* 

Cp")*— 3 (q") 2 — , v &c. &c. 

! . •• -A 






^Dritte« 
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$rftte8 Äapitel. 

lieber bte 2lufl6ftmg bet unbejKmmteit ©lei* 
djuttgert bom erflen ©töb mit jroet unbe» 
bannten ©röjfen, in $an$en galen. 



*$ufaj jum etrflcn Äapitet be$ jweiten &b e ttö> 

$♦ 42 . 

CNiTemt eine ©leidjung fcon ber ©eftalt ax-by =c 
<vO aufgel&öt »erben foll, »orinn a, b, c gegebene 
ganje, bejahte ober verneinte ©r&jfen borjteHen, unb 
x unb y ebenfalls ganje »Jäten fetjn follen; fo brauet 
man nur eine einzige 9 luft 6 fung ju wiflen, um fobamt 
alte mbglidje Sluftöfungen auf eine leiste 9 lrt barauö 
berjuteiten* 



Um big ju jeigen, wollen wir annebmen, bie 
5 Bertl)e x = a , y = ß teilen ber SSebingung 
(Genüge, fo iffc alfo a« — b ß = c , unb bal;er 
ax — by = a« — bß, obera(x — «) — b 
Cy — iS) =0, mithin, 

b __ x — cc * 

a y — ß 

t. 

5 Benn man nun annimmt, ber 93 rud£j _ fet> auf bie 

a 

tteinffe 
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ax — by = cin ganzen 123 

w 

ftcinftc Bai _ gebracht, unb b' unb a' (;abcn affo 

2L 

feinen gemetnfcf>aftttcf)en feilet mef>r, fo errettet, 
baß wofern x — et unb y — ß ganje >$alen toorfieUen, 

bic ©leicfyung !?_ = x 06 nicfyt beßefjen fbnne, 
a' y — ß 

wenn nicfyt x — « — mb' unb y — ß — ma' ijt, 
wo m irgenb eine ganje £|al feorßellt. JJterauS fin* 
bet f»cf> fobann allgemein x = a + mb' unb y =ß 
+ ma'. 

’ . . \ *' \ i. 1 . . .* ; 

2 )a m nadf> ^Belieben bejaht ober berneint genom# 
tnen werben Jann, fo iß leidet ju fefyen, baß biefe 
^al m immer fo angenommen werben fbnne, baß bet 

L/ 

5 Bertl; bon x nicfyt grbffer al$ _ ober y nidjt größ 

’ , ! t * , f * * ' 2 

fet als !L wirb ; wobei wir übrigens bon ben 

d^en biefer ©rbfle abßrafyiren) *). JjierauS folgt, 

baß. 



*) 9tacb ber ©orauSfe^nng Iß et ein 8Bert& für x, unb 
nad) bent fo eben Srwiefenen, aet mb* ein anbe® 
rer, wo m willlfi&rlidb iß. golglicb gibt e$ biefer 
9Bertf)e unjdllge, bie alle in bem Sluöbruf et i mb* 
enthalten ßnb. £)aß aber unter biefen unjälfge» 

L/ U 

fiBertben auch eftter jroifdben We ©ranjen _ unb - _ 



fade, fann alfo gezeigt werben. 25a m jebe ganje 
?al oorßeHt , fo gibt e$ alfo unj&ige SBertbe f&r x, 
bie alle grbfier als b' ftnb. Gtner biefer SBertbe 
betfle «; 9ta n fe^ « = nb* + q, wp q < b' iß. 



SS 
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124 HI* $**p. 2faftöfuit3 ©leicjjung 

bag, um bie ©(eid^mtg ax — by = c in ganjen ßat 
len aufjul&fen, man flatt x nad) unb nacf> atte forcol 

bejahte 



- • ui ui u/ 

S$ Ifl aber q entroeber > ober < ober =_♦ 

2 2 2 



3fm erjlen Satte f«9 q = _ , »o alfo L > & 

t T 

§oIglid> x =5 « + mb' = nb' t mb' + ober 

. **. f 

wenn m negatib genommen wirb, x * ( n - m) b' 

*k/ 

+ 9hm feij ba$ ttnttfubrlicbe m fo, baß 

J.r r , ' ; . V . 

n - m =* - i , baS tfl, e$ fe^ m = n + i ; fo ifl 

alfox = -b' fi t* Ll; aberL >i> aifoi- .i 

l rj r r 

ui 

< folglich ifl X < — ♦ 

2 



Ul 

3fl aber zweitens q < fo ifl, wenn wie« 
* 2 

tb' t 

berum q = gefejt wirb, wo ___< £ , in biefem 

r • r 

gatte x = a± rab /= * nb' + q - mb'= ( n~m ) 

b' + ^ ©ejt man nun hier ra = n, fo wirb 
r 

x = tb unb alfo x < ^* 

f >'l ■ 2 

V,/ 

©ollte aber q = _ felbfl fejjn, fo lieffe fich flatt 
* blefe« 
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: ax — by = c ln ganjen Satan 125 

bejahte alö beweinte ganjc Säten fefen muffe, bje 

jwifcfjen ben @r<Sn$en unb — L enthalten ftnb, 
%- 2- 

imb auf biefe 2lrt fwbet fid) notpwenbig ein 
3Serth f&r x, ber bie (Steigung auflbßt. (£ben fo 
läßt fief) audE> ein flßertf) f&r y ftnben, ber jwifcfyen 

t. unb — 5- enthalten iß. 

©0 finbet fid) atfo bie erße ötufT&fung, au$ welker 
fobann unjäligc anbre fyergelcitet werben fbmten. 

\ />}’ ; . 'gf ' >• i I i • . * » *•••*'•* 

§• 43 » 

©tatt biefer Sttetfyobe aber, bie bfterd fe&r mutjs 
fam iß, fann man fidj aitcf) berjenigen, bie im erßen 
Kapitel bcö jweiten £f)eifö erflärt worben, unb bie 

' oufferß 

: ( ' » : V ' 

biefeö 2B.ertl)ö immer wteber ein anbrer = et finben, 

ui 

wo q entweber gr&flcr , ober Heiner, al$ _ iß, unb 

* 

wo alfo baö fo eben Srwiefene ßatt finbet. 

ui 

3 Benn alfo et fo iß, baß q > I_ fo iß ein 3 Bmf> 

N 2 

b b' 

x < - _ , unb f&r q < _ gibt es einen anbern 

• •> r,, :/ * 3 

u 

ber < + _♦ golglid) muß jwtfc^en ben @ran* 
3 

. ui b ; 

/ jen oon + _ unb - _ notf)»enbig ein 2Berti> für x 

3 3 . , 

enthalten frptt, 

% b, U, 
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Jufferft einfach unb btvcft ifl, ober audj folgenber btt 
bienen. 

t) ©enn a unb b nicEjt unter ftdj ^ 3 rintjalen 
ftnb, fo Eann bie ©leidjung unmöglich in gan# 
jcn ßahti bejtefjen , wenn bie gegebene $al c 
nidjt ebenfalls burdj baö größte gemeinfdjaftli# 
dje ©aaS bon a unb b tfjeilbar ifl. ©efejt 
nun biefe ütfjeilung fetj wirllid) »errichtet , unb 
a', b', c' fetjen bie gefunbenen Quotienten, fo 
ifl fblgenbe ©leidjung aufjulbfen : 
a'x — b'y = d 

wo a unb b unter ftdj ^rintjafen jtnb. 

s) ©enn bie ©ertlje »on^unb q gefunben wer# 

' ben E&nnen , weldje ber ©leidbun.g 
a'p — b'q = ± i 

©enuge teiflen, fo fann audj a'x — b'y =d 
aufgcl&St werben. ®enn wenn man jene ©er# 
tfje bon p unb q mit ± d multiplicirt , unb 
x = + pc', x = + qc' fcjt, fo wirb babur^ 
a'x — b'y= c' aufgel&St. 



Slber bie ©leidjung a'p — b / q=+ i, ifl immer 
in ganjen $alen auflösbar , wie §. 33 . gejetgt wor# 
ben ifl ; unb um bie Eleinflen ©ertfje p unb q ju 

L/ * 

ffnben, muß ber 55rudj __ nadj §. 4 . in einen fort# 

V 

laufenben 53rudj berwanbelt, unb auS bemfelben nadj 

5 . io. bie Sfteifje ber gegen biefen 23rudj conber# 

d , 



girenben Jjauptbrudje Ijergeleitet werben. ®er legte 
berfelben wirb ^ fetjn, unb wenn ber legte oljn eins 
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ax — by = c i« äartjen Sflkn. « 127 
£ fyeißt, (0 muß nad> bem ©efej biefer 95 rfidje (§. 13.) 

a'p — b'q = ii fepn, wo baö obere Bödmet» für 
ben 3fall gilt, wo bie ©teile be$ 93 rud)$ £ gerate, 

unb baö untere für benjenigen , wo biefe Stelle utv 
gerabe ift. 

(£d iß alfo erßenS x = + pc' unb y == ± qc' 
unb wenn biefe SSBertfye a unb ß Reifen, fo fjat man 
jwcitenö allgemein ( §. 42. ) 

x — ± pc' ■+■ mb' 

y = ± q& + ma' 

in welchen beiben 9 lu$brucfen notfywenbig alle tn&gli# 
d)c Slufl&fungen ber gegebenen ©lei<f)ung in ganjen 
Baien enthalten finb. 

Damit aber bei ber Slnwenbung biefer 93 fetl)obe 
feine ©cfywierigfeit entfiele, fo bemerf e id) nod), baß, 
obgleich bie Baien a unb b bejaht ober berneint fet)n 
f&nnen, fte gleid>wol immer bejaht angenommen wer« 
ben l bnnen, wenn man anberö x entgegengefejte ßtie 
djen gibt, wenn a berneint iß, unb fo aud) y wenn b 
berneint tfh 

- . . v • . .. t 

95 e i f p i e f» 

§• 44- . 

Um biefe SDietfwbe auf ein 93 eifpiel anjuwenben, 
wollen wir baöjenige bornef)tnen , ba$ im I. Kapitel 
§. 14. gegeben worben, wo bie Öleic^ung 39P = 5Ö q 
+ 1 1 aufgelbßt werben folle. 5Bemr man alfo l;ier 
p unb q in x unb y berwanbelt, fo muß 39 x-s6y 
■ ufeptw (£$ iß b^w »=39, b*§6 unb c=n, 

unb 
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128 III. Äap. 2 fofBfung Per 65 let<§urt$ 

unb ba 56 uttb 39 unter ^timjalen ftnb, fo ift 
a' = 39, ^ = 56, c 1 = 11. Sftan berwanble alfo 
ben 23rud| || in einen fortlaufenben SSrurf) , nnb 
ftelle beö^atb na4 5* 20* folgenbe 9ted)nung an: 



39 



56 

39 



17 



39 

34 



17 

15 



9 lttd ben Quotienten 1, 2, 3, 2 , 2 macfye man bie 
95 rud)e : 

123 2 2 •'' * 

w 1 3ia .7 I<> 39 

fo wirb ber lejte oi;ne einö \ | betjcnigc fe^n, ben »i» 

mit P bcjcic^nct l;aben, fo baffp = 23, q=i 6 

q • - : : 

ift, unb ba bicfer SSrudj ber öierte , unb feine ©teile 
alfo gerabe ift, fo muf baö obere ^eidjen genommen 
werben, fo baß alfo aUgemein fepn wirb J 
. x = 23. 11 + 56 m 
y = 16. 11 4* 39 in 

wo m icbejgan|e bejahte ober verneinte gal fetjn 
lann, - '} 



Sinnt. 
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2lnmerEung. 

§. 45 « 

$ie erfle 2tuft6fung biefeö ^robletnö berbanft 
trtan bem $öad)et bon 9 Qiegiriac, welker biefelbe 
in ber gweiten 2luflage feinet matfyemattfd&en ©tf)o# 
lungöfhtnbcn, Me benotet: Probleme füllten, be* 
launt gemalt l;at. ®ie erfte Stuflage biefeö 9 £Berf$ 
i(i bom $al;r 1612; aber bie 2tufl&futtg bon welket 
»iv tjicr reben , erf<f>tcu erfl in ber gweiten SCuflage, 
im 3 <*t)r 1624. 2 )ic SOlctfyobc beö .95 a 6 ) e t ijl eben 
fo fmnteirf) alö bireft, nnb eö bleibt webet tn 2lbficf)t 
auf iljte 2lUgcmeinl;eit, nodj auf il;re 3terlicf)f eit, nii)t 
ba$ getingfte mefyr gu wünfcfyen übrig, 

3$ ergreife mit Vergnügen biefe ©elegenl;eit, 
biefem gelehrten ©d;riftßellet hierüber biejenige 
recf)tig!eit wieberfal;ren gu taffen, bie itjm gebührt; 
benn idfj fyabe bemerEt, baß bie ©eometer , bie eben 
baffelbe Problem nacf> it;m abfyanbelten, mit feinem 
Sföorte bon feiner 2trbeit ©rwatynung getfyan traben. 

iBaefyet’ß 2 Jletl?obe befielt Eurgticf) in folgen* 
bem: 

Sftadjbem berfetbe gegeigt, wie bie 2lufl6fung ber 
©leidjung ax — by = c ( wo a nnb b unter 
Spritngalcn finb), auf biefe ax — by =+ 1 gu# 
ruf geführt werben fönne, fo l&fet er biefe legte ©lei# 
(fiung auf, unb fcfreibt bcetyalb bor, man folle mit 
ben $atcn a unb b biefelbe Operation borne^men, 
wie wenn ifyt größter gemeinfcfyaftlidjer &t;eiler ge« 
fudjt würbe (wie auefj wir oben gctfyan tjaben), SBenn 
nun c, d, e, f zc. bie auö ben Steilungen entfprin# 
genben Ueberrefle finb , unb f g. 93 . ben legten lieber* 
reft borßellt, welker not^wenbig = 1 ijt, (weit a 

2 unb 
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unb b unter fidf) ^rimjalen finb), fo muß man, wenn 
bie 2 lnjal biefcv Ueberreße, wie im gegenwärtiger» 

$aü gerabe -iff/ fe§cn e + i = s, 6 d — 1 = S, 



c -f i 

= r/j 

t MJi 



y b + i 



= Ä 



e 

0a+ i 



d c , b 

fo werben bigfe lejtcn ^alen ß unb « bie Eleitiffet« 
52?ertbe Von x vmb y fet)n. ^Särc aber bie 2 litjut 
biefer Ueberreße ungcrabc, unb alfo 3 . 53. g ber Xcjtc 
Ucberreß, fo wußte man fc|en 

f±i=i,£i+i 

f < e 



td ± 1 ='f &c. 



SRacb biefem iß nun letdjt ju fe^en, baß biefe 
*iOlet^obe eben biefelbe iß, wie bie im erßen Kapitel 
»orgefeßriebene; ße iß aber beöwegen fefyr unbequem, 
weil ße Stvißonen erforbert. Dorf) f&nncn ©eome* 
ter, bie an berglei c^en Problemen ein 53ergimgen firn 
ben, in ben 5Berfen beö ^Bad^et felbß nadbfe^en, 
welcher ^unßgrife er ßd) bebiente, um auf bie oben 
angeführte fRegel §u fommett, unb bie vollßänbige 
Sluß&fung ber ©leid)ungen ax — by = c barauö 
herjuleiten. 
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3ßterte6 Äapitel. 

allgemeine SOtetfjobe , ©leidjungen mit jmct 
unbefangen ©rSffen irt ganzen Safe» AJtf* 
jul6fen, wenn eine t>erfe(ben nic^t ubev beit 
' erjten 0rab jieigt. 






i 3 u fai 3 um b*» te n Kapitel, 



§♦ 46. 

rCt$ (et) bie allgemeine @leic£>ung a + bx -f- cy 
V- + dx a exy + fx 3 + gx a y + &c. = o» 
gegeben, worin» bie €oefftcienten a, b, c, d ic. gegw 
bene ganje Baten, x unb y aber jwei unbeftimmte 
©tbffen öorjMen, bie ebenfalls ganje Baien 
fetten«, ir v; . ■ 1 

'Jßenu man ben 28ertf) bon y auö biefer (§5tei# 
efyung fudE)t, fo erhält man 
y a-fbx + dx a +fx 3 -fhx 4 &c. 

c+ex +gx* +kx 3 -f &c. 
itnb bie Jrage beruht alfo baranf, für x einen fofcfien 
5Bertb in ganjen Baien ju ftnben, baß ber BMer bie« 
feö S5rud)6 burcf) feinen Blcntier ^ne £Rcß getf>ei(t 
werben fbnne, ‘ . 



• i 



3 *» 



sp 



:an 
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132 IV. 5t SlUqem. 2(uß6f. sufammengefejter 

t 

5Dlan feJje bentnad;» 

p = a + bx -f- dx a 4- fx 3 -f hx 4 + tc. 
q = c + ex + gx 3 -f kx 3 + tc. 
anb eliminirc x auß biefcn bcibcn @lcid>ungcn, fo firn 
bet fid) batet) bie gew6l)ntid)cn Regeln ber SUgcbra 
eine (Snbgieidjung toon ber ftorm 

A+Bp+Cq+Dp 3 +Epq + Fq*+Gp 3 + tc. 

= o. 

wo bie (Soefßcienten A, B, C tc. rationale unb ganje 
gitnftioneu ber ^alen a, b, c ic. ftnb. 

Da aber y = — L_ , fo iß p = — qy ; fejt 

q - ^ 

«tan nun biefen 5Bertl; in obige ©leidjung, fo wirb 
A — Byq + Cq + Dy 3 q 3 — Epq 3 y* + Fq 3 -f tc. 

= o. 

fet)tt ; worauf man ficket, baß alle ©Heber, außer 
bem erßen A, mit q multiplicirt fitib. Damit alfo 
q unb y jagleid) ganje >Men fe^n E&nnen, muß A 
wotijwcnbig burd) q tfyeilbar fetjn. SDian fudje baljer , 
alle Reiter ber befannten ^al A, unb fefe naef) unb 
tud) jeben btefcn £l;eiler ßatt q, fo ergibt fid) auß je« 
ber biefer 3$oraußfe§ungett eine bcfHmmte ©lcid)ung 
in x außgebruft, toon welker, nach ben befannten 
9Jietl;oben, bie rationale unb ganje ^ßurjeln , wenn 
welche borljanbcn ftnb, gcfudjt werben fönnen. Dicfe 
SGBurjeltt fege man nun ßatt x, unb bann wirb fid) 
jeigen , ob bie ^Bcrtljc, bie für p unb q fid) ergeben, 

fö ftnb , baß JL eine ganje $al werbe, öluf biefe 

k. q • — ’ 

2lrt iß man ftcfjer, alle biejenigen ganjen 5Bcrtl)e 

$on x -ju ßnben, bie in ber borgegebenen ©leiefjung 

«ud; für y ganje 5Bertf)c geben. 

j r •_ ; $ier* 

t 



Digitized by Google 




©retdjungen mtf 2 unbcfannten (3r6ffen. 133 

Jjietaud ficket man , bag bie 2lufl6fungcn biefer 
©leicfungen in ganzen '■fchn »otfywenbig immer auf 
eine bcjlimmte 2lnjat cingefdjrdnft fmb. 3 n ^ c iT en 
gibt cö einen JaU, bev eine 3 ludnal;me mad)t,unb bet 
gegenwärtigen üftctl;obe entgeht. 

§♦ 47* 

©iefer $all ift berjentge, wo bie (Soeffteienten e, 
g, k. tc. = o ftnb , unb atfo 

y = — * + bx + dx * 4 - fx 3 + hx 4 

c 

Um nun f)ier alle biejenigen 5 Bertf)e Won x ju 
ftnben, welche fo befd; affen ftnb, baß bie ©rbffe 
a 4- bx 4- dx 3 4- fx 3 -}- hx 4 tc. 
bttrd) c teilbar werbe, nehme td) an, man habe eine 
ganje , 3 al n gefunben , bie biefer 93 ebingung ©enttge 
leidet, unb bann ift leidet ju (eben , bafi jebc anbre 
$al won ber ©eflralt n ± ebenfalls ©enuge teilte, 
wenn p irgenb eine ganje 3 <d Worftellt. Ueberbifl 

erl;ellct, baff, wenn n (wobei wir Won ben 

2 . 

Reichen Won n u.c abflrabiren), bie $al p u. baö berfete 
ben Woranftefyenbe Reichen immer fo Oefiimmt werten 

f&nne, baff n ± /uc < „£_ werbe. 3 U 9^ C *^ fielet 

man aber audj, baff biff für gegebene n unb c auf met>r 
afö eine 9 lrt m&glid) fet). 5ßenn alfo biefer SLBertl) 

Won n + fj, c, welcher < tft , burdj n r bejeidj* 

% 

net wirb, fo wirb überhaupt n=n -4- fjc fet>n, wo 
/u jebe ganje $al bebrüten Eann. 

J|Mcrau$ folgt, baß, wenn man in ber Jormcl 
a 4 bx + dx 3 + fx 3 -f* tc. flatt x nad) unb na& 

S 3 alle 
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otlc gange bejahte unb berneinte galen fegt, btc < _L 

fi'nb, unb btejenigen bcrfclben burcf> n r , n", n m ic. 
bcgcidjnet, treidle bie ©rbfic a + bx + dx s + ic . 
burd) c tl)cilbar machen, alle anbre $alen, bie eben 
biefe SSebingung erfüllen , netl)»enbig in biefen %oxt 
mein enthalten fepn muffen 

„I 1 I„ „II 1_ II„ „III _1_ III„ ... 

n t wC, n :£ /u c ; n il f* c ic* 
wo f/, fx l , f* 111 ic. jebc gange gal bebeuten fbnnen. 

%kx Iteffen fid) mehrere 93emerfungen machen, 
bie Gbrferfdjnng ber »Jalen n 1 , n 11 , n m :c. gu erleid)# 
tern ; id> halte rnid) aber nid)t länger bei biefer -Ha# 
terie auf, inbem id) in einer befonbern 2lbl)anblung, 
bie in ben £enffdjriften ber berliner Slfabcmie bem 
3>abr 1768 enthalten ijd, unb ben &itel : Nova Me- 
thodus refolvendi Problemata indeterminata, 
ful;rt, »eirläufiig hieben gel)anbelt f)abc, worauf id) 
alfo ben ßefer berweife. SDian fel)e aud) eine 2fb# 
I)anblung bon Legendre über bie unbeftimntte 2lmv 
li)tif in bem Recueil de Tacademie des fciences 
de Paris, bem 3fch r 1 785* 

§. 48. 

Smbeffen roill id) am ©dEjluffe btefeö ^a^jiteCd 
nedh etwaö bon ber 2lrt fagen , gwei jjalen x unb y 
gu beflimmen, bag ber 55rud) 

ay m 4-by n, - 1 x4-d y ,n ~ a x= 4- fy ro - 3 x 3 -f :c. 

c 

eine gange ^al »erbe, weil biefe Unterfud)ung in ber 
g-elge ben bem größten SRufen fetjn wirb. 

3$ fefe beraub, y unb x, fo wie aud) y unb c 
fet)en unter fid) ^)rimjalen , unb behaupte nun , eö 
, fbmte 



l 
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f&nne immer x = ny — cz gefejt »erben, »0 n 
mtfc z unbeflimmte ©r&ffcn bebenten. ©ettn , wenn 
man x, y unb c ald gegebene $alen betrautet, fo er« 
l)dlt man eine ©leiduing, »cld)e nad) bem britten $a* 
jjritcl immer in ganjen aufl&dbar ift, »eil y nnb 
c, nad) ber 33oraudfe^utig, fein anbreö gemcinfdjaft« 
licheöSJJtaaö l)aben, als3 tie (Einheit, ©ejt man aber 
biefen 2ßertl) non x in beit Sluöbrit! ay n ' 4- by m ' 3 x 
4- ic,, fo ner»anbelt fid) bcrfelbc in 

( a 4* bn + dn 3 4- fn s -f ) y n ‘ ic. 

— ( b 4- 2 dn 4- 3 fn 2 4- Je. ) cy m-I z 

4- ( d 4- 3 fn + w» ) ° 2 y “" 2 z 2 

■■ ■ XC* •— c« * 

fOtan fielet aber leidet, baf; biefe ©r5ffc nicht burd) 
c tl)eilbar fetjn f&nne, »enn nicht baö erjte ©lieb 
(a 4- bn 4- dn 2 4- fn 3 + :c. ) y m 
burd) biefe ©r&ffe theilbar iff, »eil alle übrigen ©lie* 
ber mit c multiplicivt ftnb. ©a aber, nad) beriBor* 
att8fc|ung,c unb y unter ftd) ^rimjalen ftnb,fo mu$ 
bic ©r&jfe 

a 4- bn 4- dn 2 + fn 3 4* ic. 
felbfl burd) etheilbar feptt. SDfan fuche alfo nad) ber 
SKethobe beö notl)ergebenben §. alle Berthe n, wel* * 
d)c biefer iBebtngung (genüge leiflcn ; hierauf mache 
tnan für jeben biefer '2Bertl)e 
. . < a 4- bn 4- dn 2 4- fn 3 4* tc. = cA 
b 4- 2 dn 4- 3 fn 2 4- *c. = B ; - 
d 4- 3 fn 4- C tc* 

fo nerwoubelt fxe^ bie obige <§5leid£>ung, nad)bem biefe 
©T&ffen anfiatt obiger 5Bcrtl)c fubfbtuirt , unb alle 
©lieber mit c binibtrt »orbett, in 
,.Ay m — Qy m ' l z 4- Ccy m ~ 2 z 2 —u. — 1 
©iefe ©leid)ung, bie jejt alfo auf bie ^onn non §. 30 
gebraut »erben, fann bemnadh auch nach benett im 

3 4 H. , * 
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II. $ tpitel bergetragenen SJTctgobcn beganbclt wer# 
ben , bcrmittclg welcher ft dg alle ®ertge Don y unb 
z ftnben taffen. Stacgbcm nun biefe 5£ertge , fo 
wie aueg n gefunben worben, fo gat man allgemein 
x = ny — c 7 . 

SCßir gaben bet bet borgergegenben Qlufl&fung 
boraudgcfcjt, baff x unb y unter ftdg ^rimjalen fetjn 
(ollen, beögleicgen aud; y unb c. 2Mefe SBoraud* 
fegmtgen ftnb jwar erlaubt, roeit x unb y unbegitnm# 
te $alen gebeuten ; ba fie aber niegt wefentlicg fdgei# 
neu, fo muffen wir nun ttodg unterfudgen, in weldjcut 

fte aufgören, ftatt ju finbcn. 

5Ötr wollen bager annegtnen, i) x unb y fön* 
nen ein gemeinfdjaftlidjeo SJttaad et gaben, fo ligt 
fteg atfo in ber borgegebenen (Steigung anfiatt x unb 
y buregaud «x 1 unb «y 1 fegen, wo fobann x 1 unb y 1 
ald ^rintjalcn unter füg betrad;tct werben EÖmtcn. 
9lun ftnbcn fieg bureg biefe ©ubflitution alle ©lieber 
ber erffen ©eite ber @lcid;urtg burd) <x m multiplicirt; 
folgltcg ntug bie j weite ©eite c bttreg ce m teilbar fegn. 
$ieraud folgt nun, bag man für « feine anbre >$aten 
fegen fbnne, ald biejenigen &geiler bon c, bie in bte 
^)oten j m ergeben ftnb. 2ßeitn bager bie c fei« 
nen Jactor entgift, ober in bie^otenj ra ergoben ig, 
fo fann man berfügert fegn, bag bie £alen x unb y 
notgwenbig unter fldg ^rimjalen fegn muffen. 

©ntgilt aber bie ßal c einen ober megrere 3raf# 
toren, bie in bie ^3oteuj m ergoben ftnb, fo ntug matt 
für ot na<g unb naeg jeben btefer filteren, ober jebed 
^>robuft tnegrerer berfclben fegen, beren mte^)otenj 
in c bibibirt werben fann, unb big wirb fobann eben 
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fo bicle berfdßebcrge 2lufl6fungen geben, wenn matt 
bei jeber berfelben x 1 unb y 1 alß ^)rimjalen unter ftdj 
betrautet. 

SÜftan neunte nun audj 2 ) an, y unb c fyaben ei* 
gemeinfd)aftlidjeß SfJlaaö ß , unb fe|e bal;er anfbatt y 
unb c bie 'äBcrtfye /By 1 unb /3 c 1 , wo alfo y 1 unb c* 
unter fie^ ^)rint jalen ftttb. 2)urd) biefe ©ubßitutios 
nen frnb alle ©lieber ber erflen ©eite, wetdje y ents 
galten , burcf) eine ^oteng toon ß multiplkirt ; nur 
baß legte ©lieb, baß icf> burd) gx m borßellen will, unb 
baß lein y entölt , wirb nidjt burd> ß multiplicirt 
fepn. äßeil aber bie gweitc ©eite ber ©leidjung jtcfr 
in /3c 1 öerwanbelt, fo folgt, baß aud> baß ©lieb gx m 
bitrdf) ß t(;efbar fet>n muffe. ®a nun boraußgefeft 
wirb, baß x unb y unter ftdj ^JWmjalen frnb, fo bann 
x nid)t burd) ß teilbar fegn; folglich muß berSoef* 
freiem g burd) biefe ©rbfje geteilt werben 1 6nnen. 
$ierauß fdjlieffe idj alfo, baß man anßatt ß nadj unb 
nadj alle Steifer bon g fefen l&nne; nac^bem man 
aber ßy 1 unb ßc 1 anßatty unb c gefegt, unb bie gange 
©leidjung burd) ß geteilt l)at, fo wirb man auf« 
neue auf bcn^aU gerätsen, wo bie unbeßimmte ©rßffe 
y 1 unb bie ^at c 1 , bie baß gweite ©lieb außma^t, 
not^wenbig unter fid) ^)rimjalen fejjn müffen. , 




3 5 



Digitized by Google 




1^8 V. Ä.Mgemriiw üfletflobe, beit SfaäDmf 



vt: 



i. 



fünftes? Äapitel. 



©irefte unt> allgemeine i 9 ?et 5 ot>e, t>ie 3öert(je 
bon x ju fiitben / j melc^e Den 2(u$t>ruf 
T ( a + bx + cx 2 ) rational machen, wie 
auch bie unbejKmmteit Gleichungen bom 
C jroeiten Grab mit jtuei uubefannten Gr 6 f 
fen aufgtiläfen, wenn fte anberä 2 (ufföfum 
gen t'icfer 2 (rt julajfen. 



iiif IL' 




3nfag gum toi eirUtt Äagntel. 
§. 49 - 



's 



Mor aßen Singen neunte icf) an, bic befannten (br&f« 
* fen a, b uttb c fe^en gange ^alen : Senn, wenn 
fte iBtücfyc unlrcn , jo Ueffen fie ftd> alle auf einen 
gemeinfc^aftltchcn 9 tenner, bet ein £luabrat wäre, 
bringen, ben man alfo beifeit fefen tonnte, ©obamt 
fc§e id; einjlweilen norauö , baß x fowol eine gange 
>$al, ald einen 55 rud> bebcutctt föntte, ttnb werbe erft 
weitet unten geigen , wie bic Jrage aufgelbßt werben 
muffe, wenn x eine gat^e ' fct?n foll. 

©ö fei; bafyer Y' ( a -f bx + cx 2 ) = y 
unb mithin 2 cx+ b = Y' (4cy 2 + b 2 — 4ac); 
fo befielt alfb bte gange ©d;wicrigfcit barinn , ben 
Stuöbrut Y' ( 4 cy 3 + b 3 — 4 ac) rational gu machen. 

I •> ' -v :• n §.t5o. 
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•*: 1 §♦ 50 . 

Saft unö bafyer allgemein anncljmen, ber 9lud« 
bruE Y' ( Ay 3 + B ) (olle rational gemadjt, ober 
wclcfyeö eben fo toiel ifE, Ay* + B (olle in ein Qua# 
brat tterwanbclt roerbett, too A unb B gegebeneren 
finb, y hingegen eine unbeftimmtc ßd rorflellt, bie 
aber rational fetjn ntuf. . • . . . 

5öare nun crfHid) eine ber bcibcnÖrSjfen A unb 
B ber (£inl;eit, ober überhaupt irgenb einer Quabrai* 
jal glcidj, fo Ebnnte bif Problem burcf) bie beEanntett 
Dio^i)antcifcf)cn SSKctfyoben aufgel&ät »erben, »eldje 
itn inerten ^apitet be6 jroeiten £l;cilö abgefyanbelt 
»erben ftttbl ' 5ßir übcrget;en alfo biefe gtflle, ober 

führen snelniefyv alle anbre auf fie juruE. 

r •• - ••• {■« . -r ■" • • : 

ferner: litten- bie ©r&flenA unb B Quabrate jit 
i^actoren, fo burftc man aud; biefe beifeit fe|en, unb 
flatt A unb B nur bie Quotienten nehmen , bie aus 
ber Dibijion biefe? ©rbjfen burdj) bie gr&fjtm&glidjeu 
Quabrate cntfpviitgen. £)enn, »enn A == * 2 A* 
unb B=ß 2 B r gcfejt werben, fo muf alfo A t cc 2 y" 

+ B 1 ß 2 ein Quabvat fepn. 91 un fep tL — y\ 

v ■■ : e'i.c”. ■ • ' 'S rr. ß • mi 

fr muf bemnadj bie unbeEannteÖrfefey^o beflimmt 
werben, baf A'(y x ) 3 + B 1 ein Quabrat i(E, 

• r - • \c h /■'. 7 

Jpieraub folgt aber aud), baf nacfybem berjenige 
9®ertl) y gefunben worben , weldjer Ay 3 + B (»0 
in A unb B bie guabratifcfye ^aEtoren « 3 unb ß 2 bim 
weggeworfen worben finb) ja einem Quabrate mad)t, 

tiad^er biefe gefunbene $al y mit ^ multiplieirt 

06 

* • ’i )*: werben 
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werben muffe, um biejettige ©r&ffe ju ermatten, bte 
ber 93ebingung (genüge leistet, 

• .i 

§. 51 * 

^SBtr betrauten bafyct ben 2lttbbruf Kf + B, 
worinn A unb B gegebene ganje >3a(ett borjfellen, 
bte fein dttabrat jum $af tor fjabett : unb ba tooraub* 
gefejt wirb, y f&nne auef) ein 95rud) fepn, fo fct> y 

= P, unb p unb q fotdje ganje J3alen, bie fein ges 

q •* 

tneittfdjaftlidjeb Sfftaab fyaben, fo, baß alfo ber SSrudj 
P auf feilte ftemfte >$al gebracht fet). Sie Or&ffe ^P, 

q . ' - f .. q* 

+ B, unb mithin aucf> Ap 2 + Bq 2 muß bemnadj 
ein duabrat fetjn, fo baff alfo Ap 2 + Bq 2 — z 2 ifl, 
wo p, q unb z ganje ^aien bebeuten. 

■ * - V • * *• 

©b muffen aber q unb A, unb fo aud£> p unb B 
unter fi<fy ^rim jäten fe^n; benn wenn q unb A eis 
neu gemctnf(f>aftltcf)en S^fjetfer fydtten, fo ifl flat, baß 
bab ©lieb Bq 2 burdj bab duabrat biefeb Stfyeiterb 
teilbar wäre; bab ©lieb Ap 2 aber wäre nur burdj 
bie erfle q>otenj beffelben teilbar, weil q unb p unter 
ftdj ^rimjalen fmb, unb A nadj ber 9Soraubfe|ung 
feinen aubern quabratifrfjeu ^bjeitcr entölt, $olglid^ 
w<£re bie ©t&ffe Ap 2 + Bq 2 nur ein einjigebmat 
butefy ben gtmcinfcf}aftlicf>en feiler Oon q unb A 
tfyeilbar, unb f&trnte alfo unm&glid) ein duabrat feptn 
©ben fo fann and) öon ben ©rbffen p unb B bewie# 
,fen werben, baß ftc feinen, geni£tttfd^aftlid;en feiler 
J^aben f braten* 

2tufs 
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tyuft ftfu.ttg. 

feer (Steigung Ap 3 + Bq 3 = z 3 in ganjen $alen. 
" ' §. 51 * 

' (Sefejt A fc^ grbffer atß B ; man fcfjreibe bafycr 
tiefe ©leic&ung alfo: Ap 3 = z 3 — Bq 3 , worauf nmt 
fogieidE? erhellet, tag, ba p, q unb z ganje ^alen ftnb, 
2* — Bq 3 burcf) A teilbar fcpn muffe. SBctl aber 
(narf) bem norfyerget;enben §♦) A unb q unter fii) 
^rirnjaten finb, fo fefe man nacf> ber, Äap. IV. §. 
48. erklärten Sftetbobe 

z — nq — Aq 1 , 

wo n unb q 1 unbefünttnte ganje borflcllen, 

woburefy bie Jorntci z 3 — Bq 3 in 

(n 3 — B) q 3 — 2 n Aqq 1 + A 3 (q*)* ; 
bertoanbett wirb, wo n 3 — B burefy A ttyeilbar fcpn 

> : Ä : *" :j ! 

muß, unb n nid£)t > . __ ifi. 

9Dtan probire alfo für n alle ganje »Jalen , bie 

fließt grbjfer-dlö finb, unb wenn feine gefunben 

wirb, bie fo iß, baß n 3 — B burcf) A teilbar wirb, 
fo läßt fid) o^ne wettere barauö fc^tieffen , baß bie 
(Sjfeidfjung Ap 3 = z 3 — Bq 3 nidß in ganzen 3 «len 
Äifgclbbt, unb alfo audj Ay 3 + B nie ein ütoabrat 
werben fbnne. - • P 

Jinbetfid) aber einer ober mehrere 5BertI;e für n, 
fo fc|c man fte ber SReifye nadfj flatt n, unb fefe bie 
SKccfjnung p>ette$ fort, wie fogleid> gezeigt werben foü. 

SSorfyer bemerfe itf> nur noef), baß Ci unnuj iß, 
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... a 

t% n größere ^alenju neunten, alß ; beim, wen« 

..... £ * 

n 1 , n ¥ , n m ic. biejettigen 5Bevtl)e bon n bcbcutcn, 
A 

bie Heiner, alß ßnb, unb buvd) weldje n 2 — B 

2 

burd) A teilbar wirb, fo werben olle anbere < 5öertt;e / 
bie eben big leißen , in ben gemein 

n 1 ± fx A, n " ± fx 11 A, n m ±fx 111 Au.', 
enthalten fet>n ( IV. $ap. §. 47. ). 5lber, wenn 
matt biefe SßSertße anßatt n in bie formet 
(n 2 — B) q 2 — 2 n Aqq* + A 2 (q 1 ) 2 , 
b. i. in (nq — Aq 1 ) 2 — Bq 2 , 
fcjt, fo iß Har, baß ebenbiefelbc ©röjfe erhalten 
wirb, alö wenn man bloß n 1 , n", n m :c. ßatt n fegte, 
unb ju q 1 bie (Stößen +fxq, ±ft ir q te. abbirte, fo 
baß, ba q 1 eine unbeßimmte $af iß, biefe ©ubftt? 
tutionen alfo fotdje Jormeln geben, bie utdß bon 
jenen berfcfßebett finb , weldje burd) bie ?Berti)e n 1 , 
n“, n IU ic» allein erhalten werben. *) 

5 - 53 * 



®) ffienn ln (n 2 - B) q 2 - 2 nAqq 1 + A 2 (q 1 ) 3 
r ober ( nq- Aq 1 )* - 2 Bq 2 ßatt n, ber 2Bm& 
n 1 + fx l A gefegt wirb, fo »erwanbelt ftct> biefer 
ijlußbfuf ln 

n , ; . ( A- A (q 1 + A)) 3 - Bq 2 # 

Slber q 1 iß eine unbeßitnmte ©roffe, mithin au$ 
q+/**q. ©e$en wir nun biefe legtere = 7, fo 
»erwanbelt ßdb ber »orbergebenbe Sluöbru! in 
- (öVAy) 2 -Bq a . 

©ubßltulrt man aber ln 

• (nq-^Aq 1 ) 2 - Bq 2 ßatt n, 
nur allein ben döertb H 1 , fo »erwanbelt ßd) blefcr 
: Slußbruf ln (n 7 q- Aq 1 ) 2 - Bq 2 . 

3 * JDa 
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§. 53 * 

5 öeil alfo n~ — B bu vcf) A teilbar fet)tt mug, 
fo fct) A 1 ber D.uoticnt biefer Steilung, unb bemnacf) 
AA*= n 2 — B; wirb nun bie ©{eidjung 
Ap 2 = z 3 — Bq 2 (n 2 — B) q 3 - 2 n Aqq 1 + A 2 (q 1 ) 2 * 
mit A bitnbtrt, fo »erwanbclt jTc fi'd> in 
p 2 — AY-u- 2 nqq 1 + A(q*) 2 ; 
wo A 1 notfywenbig {(einer al$ A ig, weit > • 

A x = unb B < A, unb n nid)t > \ A. 

A ■: • s> '- ' V': 

• • j « • • • 

2 Benn nun 

1) A* eine üiiabratjal ifl, fo erhellet bott felbg, 
bag biefe @lcid;iuig burdt bie betannten tDietl;o« 
ben aufgclböt werben fbrine, unb man wirb bie 
f teärflc möglidbe Sluflbfung erhalten, wenn man 
(f= o, unb q. — 1 fcjt, woburcf) fobam» 
p •= y' A 1 wirb. 



Sil .. . ,«/ ... > . 

2) A x {ein Jduabrat, fo mug matt fe^cn, ob biefe 
gal {{einer alö B ijt, ober burd) irgeub eine 
Duabratjal getfjeilt werben {ann; fo bag ber 
D.uoticnt (wenn wieberum bon ben gciefyen ab« 
jbabirt wirb), fieinct a(d B tff. ^thbiefetn 
Jad nun muttiplidre man burd) A 1 , fo 'wivb, 
weil AA 1 — n 2 =s= — B, . . , 

A 1 p 2 = (A’q — nq 2 ) 2 — BXq 1 ) 3 '; ; " 
fo bag atfo B(q* ) 3 + A 1 p 2 ein Äuatrat 

'fan' 






"Da-aber q 1 hier, fo wie im oorbergebenben y, eine 
unbegimnue ©rbfie oorgeltt , fo erhellet bie 2 Babv* 
beit ber obigen SSefjauptung. 

Änm, b, Ueb t 
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fet>n muß; wenn ba(;er biefe ©leicfyung mit p 2 

bioibirt, 5 . = y 1 , unb A*= C gefegt wirb, 
P 

fo muß B(y') 2 + C ein&uobrat werben, weis 
djer Sluöbruf, wie man fielet, bemjenigen bcö 
§. 52. afynltdj ift. StBenn nun C einen qua» 
bratifcfyen feiler y 2 entfett, fo fann biefer- 
Ißn wegeiaffen werbeu, nur muß, man nacf)l;er 
ben für y 1 gefunbenen ?£Bertl; mit y utulripli» 
ciren, um ben wahren flBertl; biefer @töffe ju 
befommen , unb fo ergibt ftdj bann eine g-or# 
mel, welche in berjettigen beö §. 51. enthalten 
tff, nur mit bem UnterfdEßebe, baß Ißer B unb G 
fleiner fepn werben, alö bort A unb B. 

§♦ 54 - 

3 fi ft^er A 1 tricf>t fleiner alö B, unb fann auefj 
tiefe ©tbffe, nad^bem fie mit bem größten quabrati» 
fcfyen Steiler, ben fie etwan entölt, bioibtrt worben, 
triefjt fleiner alö B werben, fo fei) in biefem $alle 
q == vq 1 4- q 11 . 2)tefer $öertl;, in obige ©leidiung 
gefejt, terwanbelt fie in 

p 3 = A 1 (q 11 ) 2 — 2 n I q I, q I -fA n (q 1 ) 2 
wo n x = n — vA 1 unb 

A°a= AV— 2 n . 4- A = (ny— B- 

A‘ 

, 9 lun beftimme man, wie fotdfjeö immer möglich 
fff *), feie ganje >$al v alfo, baß n 1 nidjt > £ A 1 , 
(wobei wieberum t>om >£eidE)ett abßralßrt wirb, ) unb 
bann erhellet, baß A“ < A 1 fepn nutffe, weil A u =k 

( U ‘) 

*) n T = n- V A\ 
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A' 

< 1 1 A 1 ift» 



/ unb B = ober < A 1 , unb n T = ober 

• *r • * 



• t ti* *' » /■» • 

• ■ * J«- 4 , *-■•**# 



w >< 



K' 



* 9 l«tt Wft ftd) l)ier wteber ebenberfel 6 e ®djln$ 
madjeti , wie im norbergeljenbcn 5. 3 >ft ttehrfld^ A u 
ein Quabrat, fo ift baß Problem aufgcl&gt. 
aber A" fein Ünabrat, fo ift eö entweber •< B, ober 
voirb burd) bie Dioifion mit einem quubvatifcfyen 5 $fje& 
ter f leiner, unb in biefetn ctjlcn $*alle werbe bie ©fet* 

fji l 

djung mit A" multiplicirt , fo ergibt fief), wenn £i_ 

= y‘ unb A" =C gefejt wirb, bie formet B (y O 3 
-f C , welche ein jQuabvat werben tnuf, unb in roel* 
d>er bie Soefftcienten B unb C , ( nad)bent bie qua* 
bratifdjen Reiter, wenn weldje vorfyanbcn ftnb, weg# 
geworfen worben) fteiner fe^n werben als bie (§J0cf* 
potenten ber ^ormel A y 3 + B. *( §. 51.) , , . ' 

^rtnbet aber biefer 3rall nid)t jtatt, unb ijt alfo 
A" > B, ober alö B burd) einen quabvatifdjen &(;ci* 
ler bibibirt, fö madje man wie oben 



1 11 1 



q — j/q" + 

unb fobann bcrwanbelt fid) obige ©I eidjung in biefc 
n 2 = A"'(q") 3 — 2 n"q"q l "+A"(q" l y>:' 
wo ' n"=n'— JA" ' V* 

unb A"'= A'V) 3 — nV + A'= <- n ) 

.. i ■ ■ .. \ ■ . ! ji-rf 

SSJlan nefyme nun flatt v' wieberum eine fold)« 
gan§e $al, bag n“ nidjt > * A u , unb ba B nic^t 
> A", (nad) ber 9Sorauöfe|ung ) fo. folgt auö ber 

©leiebung A Was ft 1 ^ • t baff A /rt »< A w 

A" »i- ^ 

i J'HI. Cljeil, Ä fepn 
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fetjn wirb, unb nun taffen f»df> wicber eben bic@d)lüf« 
je machen, wie oben, unb nfynlicfye ^folgcrungen bars 
auö gieben, u. f.w. 

25a tnbefen bie ©rbffcn A, A!, A", A“' :c. eine 
abnebmenbe IKeifje ganger ^aten hüben , fo ift flar, 
bafl man enblid) notbwenbtg auf ein ©lieb tommen 
muffe, baß f feiner alß fcie gegebene gfrl B ift, Jj?eigt 
biefeß ; ©tieb C, fberbiltman, wie oben, bie $ors 
mel B (y0 2 + C, wcldjc einem Ouabrat gleich ges 
mad)t werben mu0. 2luf biefe 2lrt f bnnen wir alfo, 
burd) bie fo eben erwarten Operationen, bie formet 
Ay a + B jeberjeit in eine anbre einfachere B(y') a 
+ C toerwanbeln, wenn baß Problem auflösbar ifi. 

V ' t t* l * ‘ ■ * * • 



$• 55 - ' : ' 

Muf efcett bie 9Cit, wie Ay~ +B in B(yO s +C 
fcerwanbelt worben, fann and) biefer legtere 3lu6brut 
in B (y'O* + D oerwanbelt werben , wo D Heiner 
alb C fei;n wirb, u. f. w. Unb ba bie $alen A, B, 
G, D u. f. w., eine abnebmenbe Sfteifye ganger >}alen 
bilben, unb mithin nidjt inß Unenbli<|c fortgefegt 
werben t&nnen , fo erhellet bafl alfo biefe Operation 
immer notljwenbig it?re ©ringen l;aben muffe, Saft 
bie $vA$e feine SUuftöfung in gangen »Jaleit g«, f 0 gc* 
langt man enblid^ auf eine unmögliche 53ebingung ; 
iffc aber bie ffrage aufl&ßbar, fo wirb man immer auf 
etjie ©leicfyung fommen, bie ber ©leic^ung beb §. 53 . 
<E|ttiid) 4ß, unb wo einer ber beiben €oefftcicnten; 
wie A f , ein iQuabrat fepn wirb; fo baf alfo bie ©leis 
«b.ung burd> bie bekannten SSJtetboben aufgelbfft wers 
ben fann; Sfnb biefer l affen fief) fbbamt, wenn matt 
fttünet nnf bie unmittelbar Oorbergebenbe gurufgebt, 
* 4 « übrigen bib auf 4>ie erfte A^ a ^fc'J 0 q 3 = z 3 auf* 
tbfen. i/' 



Digitized by Google 




I 



*?,(* + b** cx 3 ) rational $u machen. 14 ? 



' p Saßt und Hefe Sftctfyobe büret) einige 53 e{fpielc 
erläutern. ,-t •• * <jnu 

• ;i. «etfpwi. 

j ' r ‘ ' ’ §. 56. • 

9 Jtan folt für x einen rationalen 3Bertfy finbeir, 
bet ben Slnöbruf 

7 -f- 15 x -f 13 x 3 

ju einem üuabrat madf)t. ( Slftan fefje bad IV. $ap. 
3. 57. im II. Steile.) 



JI ^ieriflatfo a = 7, b = 15» c== 13; dtfo 
40 = 4.13/ unb b 3 — 4ac = — 139 ; «Senn 
bafyer y bie $©ur jel beö gefugten üuabratdiß, fo 
muß 4. 13 y 2 — 139 ein £lu abrat »erben. ; mithin 
iß A = 4. 13 , unb B = — 139, woraud man 
fogteiefy erfreuet/ baß A burdjbad Ünabrat 4 ti)eit« 
bar iß. SSftan werfe alfo biefen quabratifdjen 
ler fogleid^ l;in»eg , unb fe|e blöd A = *3 ; bodj 
muß man ßcf> aud §. 50. erinnern, baß nadß;cr ber 
für y gefunbene 5 Bertf> »ieberum burcf) 2 , atd bie 
5ßurjet aud 4 geteilt werben muß, um ben wahren 
5öertf> ju erhalten. 



SO iß alfo, wenn y =? gefejt wirb, 

r ■•••’ q 

*3 P*— i 39 q*=z *5 

ober, weil 139 >> 13, fo fep y = “ bamit bie 

* ' v* l. » ' tj 



SJleic^ung : , ; . 

— I 39 p 3 -t-i 3 q 3 =z i / 
erhalten werbe, »oraud 

' * : " JL ^39p a == ' ; 



1 >7 



. I 



* * / - 



^ * 



Atom 



N 
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**-■ ; SJlun fefe matt (nad> §. 52.) z=a= nq — 139 q', 
unb neunte für n eine ganje $al , bxc nid;t > -4&, 
b. i. bie < 70, ttnb fo ifl, baß n 3 — 13 btircf» 139 
teilbar fep. ©iefe gal n wirb = 41 feipn, mithin 
n 3 — 13= t668 * =r 139. 12: fubflituirt man 
mm ben gefutibenen ?ß5ertt?, unb bibibirt mit — 139, 
fo ftftbct ftdf) 

p 2 — — I2q 3 + 3. 41 qq 7 — I39(q') 2 * 



©a aber — 1 2 lern O.uabvat iß, fo t?at biefe 
©teicfyung bie erfovberlidjcn iBebingmtgen nicfyt: wett 
4iUtt 12 bereits Heiner alö 13 iß,fo tmtltrpHcire man 
bie gange ©letdjung mit — 12, fo wirb fte , t 
- — i?p 3 =(— iaq+4iq / ) 3 — 13 (q 7 ) 3 ... j 

werben, fo, baß alfo ijfq 7 ) 3 — 1 X2p% ober wenn 

ri/ \ 

ü = y 7 gefegt wirb, 13 (y 7 ) 3 — 13 ein Üuabrat 

P -n n nrSl.C S,i tid 



werben muß. , 



V J !'j 



N fcv.vn r;i /'.• j! tA 



rr; r«:ifr,i,<s ; i ^afiutiv! . * .■;/ ö«;. (fcq (<üfjt 

hieraus erhellet, baß y 7 = 1 gefegt werbe« muffe* 
©a wir aber biefen 5ßevtb einem blofengufall ju uer* 
banfen fyaben, jo wollen wir bie 3Rc$n«ng nad). um 
frer 9 )ietf;obe weiter fortfefen, btS wir auf eine gor* 
mcl fomtnen, bie butdj bte bekannten 2Kctf;obcn auf? 
IbSbar ifl. Dan bttref; 4 tlieilbar ifl, fo werfe xd) 
«ud> biefen quabratifdjen feiler l;inweg ; erinnere 
mid) aber, baß id) nadlet y 7 mit Y' 4 ober mit 2 
tmtlti^nciren muß* Jofgliify muß 1 3 (y 7 ) ä - 3 ober/ 

wenn y 7 = __ gefegt wirb, ( wo r unb s leinen ge« 

s ” ■ - 1 t~ ■ — 



meinfd)aftlid;en Steiler l?akn, unb wie ber SSrucff ? 




auf 
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<mf ifjrc Hcinßen ßdeti gebraut furt»), 13 r 2 — 3s! 
in ein Quabvat toerwnnbcit werben. •Die $ßurjei 
bcffeibcn fep =fc z 1 ; unb aifo > ' ' 1 

i 3 r y =(z 0 2 + 3 sl 

• - ;i * r c i i t ; r : - 

* * * 1 

, , . r , u . , . 

SEftan madfje z f ~ ms — i^sf, wo m einegMtj* 

3at ifr, bie nicht > glfc < 7, «nb fo 
muß, baß m 2 3 J 3 t^ei^ar ift* 9lber btefe 
$at t|i 6 , biß gibtaffo nr + 3 = 39 = 13* 35 $$ 
^ran ba^cr bm 5ßcrtb öon z'.i n bif obige (Slei^un^ 
unb bibibirt mit 13, fo ßnbet ficfe ' . , ' . ' 

r^gs 2 ^ 2. 6.s. s'+igCsO*» 

2>a gun ^er ber Soefftcient 3 boxt s 2 webet ein üua< 
brat nodf) tl einer dtö : ber bon (s') 2 iß, fo fefe man 
(-§. 54) in betborbergebcnben (Slbicfning s 4 psf 



+. s", woburdb 



r= 3 (s") 2 - » C 6 “3 /O ¥s"H 3 i*;T& 6 v + ^*$} 



wirb. 

Sfltan befttmme «alfo, baß 6— -<3 /f nici)t^> | f 
ßierauö erhellet, baß ^ = 2 gefegt wftben muffe, wots 
«n$ $ — 3 U = o wirb', unfi bfr obige @lei#pg 
»e^gnbelt bentnac^ in f , ,. 3 ^t 

yoilajtr wie teid^t jijt .fet)en, auf bte bmangte, jybrttt 
gebraut iß, weil ber ßocfßcient beä&uabratb einer 
ber beiben unbeßimmten ©rbffen, nem(id) ber beb 
^weiten ©üebö, ebenfalls ein Üuabrat iß. Um atfo 
bie einfaebße 3lufl6fung ju befommen, fet> s"= o, 

s- 1 ; alfo r = 1 ;mit^irt s=/x = 2 unb baf)er y ( = 
s i r— 'jr.-.'i' r j>3 f XC J |- E T)$ }' S 

s= 4, welcher SEBerth aber init'a muttipiicirt wette* 
tmiß^alfo y'= r jfoigtid^, wenn man immet tuftb&tt* 

Ä 3 gei;t, 
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, «5° V. St. Allgemeine fOiethobe, beit Aufruf 
geht, 5 : = i, alfo q # =p; alfo wirb . ' 

!.i < > 

- I2p 3 =(-i2q+4iq') 3 - ^(qO 2 

= (- ijq + 4ip) 2 = p 2 , alfo , 

-i2q + 4ip = p, worauö i2q = 4op, 

mithin y => 5 = = x f ; ba aber ber SEBertf) bo» 

y nodf) burcf) 2 geteilt werben muß, fo tfl y - f, 
unb big wirb bie SBurjet au$ 7+ 15 x+ i$x z feppi 
©ejt man alfo biefen ^Bertl; = , unb l&fet biefe 

©Ietdjung nad; ben bef annten ^Regeln auf , fo erhält 
man enblidE) x = - || ober = - |* 

**'“ Uftan hätte auch- i2q-f 41 p = - p fefen fb'n# 

Tt : : ' ' ‘i ! ' Ö ' ' 4 *" 

fcej» ; worauö y => 2 = H alfo ber eigentliche 5 Berth 

f?»r y = f| , mithin 7 + 15 x + 13 x 2 = (f |) 2 unb 
alfo x = - f | ober gefnnben worben wäre. 



Rollte man noch .anbre ‘Berthe für x haben, fo 
mußte man noch mietete Auflbfungen bon 

''i-' 1 ' ’ : 97 Pb‘$(s''r + (so* 

fcüm @runbe legen, welcheö nach ben bekannten SDles 
tl;oben gefchchen fgmu , Ban fann aber auch 
biejenige Belobe' anfoenben , bie tm II. Sth» & V. 
trndrt worbejrift, unb auö einem einigen befannten 

Berthe für xnmiälige anbre fütben lehrt. 

f. .in ,nv.i.. ; .....t... • I: ■, : 




Slnmertung. 

v • f ‘ : * •>, .'! • v ,, 



ÜL-‘' •< , $♦ . SZ* iiLr . . .1 

?. ©efejt ber Slubbrul a + bx + cx 2 werbe = g* 
»etm xj=f gefegt wirb ; fo ba# alfo a+bf + cP= g 2 , 
4«nb tnithm awg— bf — .cf* iflj fo wirb eben bicfejc 
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SlitSbruE* wenn flatt a ber fftr biefe ©r&jfc fo eben 
gefunbcnc SSJertl) barinn fubjütuirt wirb. 




SJttan neunte nun g + m (x — f) als tneCtua* 
bratwurjel biefeS SluöbrufS an, wo m eine unbe*' 
fiimmte £}at bebeutet, fo tffc • ■ : c- 1 - 

g*+b (x-0 +c (x 2 -f 3 )=g s+ 2 nig<x-H-f) 

. + m 3 (X,rr|>* ' 

unb alfo 

x __ fm 2 -4gm+b+cf : nr. - 
m 3 — c. 

worauf errettet, baß biefer QluSbruE, wegen ber un» 
beftimmten ©rbffe m , affe mbglidlje ?GBertI;c öon x, 
woburdj obige Formel ein 0uabrat wirb , in ftdj be* 
greife. 5Dcnn, welcfycö aud^ bie&uabratjat fepn «tag, 
ber biefe formet gleicf> ift, fo Eann bodj ifjre 5öurjel 
immer burdj g+m (x-f) borgeftellt werben, wenn’’ 
x ber gehörige 3Bertl; beigelegt wirb. 2Betin alfo, 
nadf) ber oben erfldrten SÜtetfjobe, ein 5öertt) für x 
gefunben worben, fo fei) berfelbe = f, unb bte erfyals 
tene 5Burjel = g, unb bann erfjdlt man burclj bte 
gegenwärtige 5 onne1 ^ a ^e anbre mögliche 5Bertf)e 
für x. 

*. • taUA vs 1 f 

3sn bet« bor(;ergef)enben 53eifptel war y = f,< 
unb x = - | ( man fe|e alfo g = f , unb £ = - § , 
woraus , ... 

__ 19 — 10m — 2m* 

• 3 (m 3 — 13) - ■ * 

erhalten wirb , welkes bemnadf) ber allgemeine 2luS* 
bruE aller rationalen 5Bertl)e bon x ift, welche bie 
©rbffe 7 + i5 x+i 3 x*in etn£>uabrat berwanbeln. 

S 4 2 . 



t 
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• »v> o) *71*6 '•*■’• »♦ c i f p i c t. < . - 

,"•' i'f .s*. ; 

^OTart foll einen rationalen 5Bertft für y ftnben, 
l«IP 23 y 2 — 5 J» einem Quabrat macf>t. 

©« »3 unt) 5 burdh ^etne £uabrat§al tl;ctfbar 
ftnb',’ fogft feine ötebuction mit tiefen (toefficienteu 

V ‘ s * % * 

bor$unef)men, 'äßcnn nffo y =* P gefejt wirb, fo muß 

... - <1 

23 p’~ 5 <T än Quadrat z 2 werben, fo baf}23 p 2 = z 2 
+ 5 q 2 ift. (£ö fct> baf;cr z=nq- 23 q' wo furn eine ganjc 
ßal gefejt werben mufrbte niefit > unb jugieidfj fo 
ifi, ba§5+ n 2 mit 23 teilbar wcrbe.2lbcr biefej&l n iß 
==: 8,.- woranö n 2 + 5 = 23. 3 folgt, unb tiefer 
%Bertk i\l ber ein jige , bqr bie geflickten (JrforbernitJe 
knt.jji.Wlan fc|c nlfb-8 q- 23 q' ftatt z in bie obige 
<$lei$ung, unb tiritire btcfdbe durchgängig burd) 
23, fp erhalt man tiefe: 

v ■ P 5 =3‘r- V8,qq' + 2 3 (q')V 

tu Weidner tev (Socfftcicnt 3 bereite Keiner , a(ö ber 
5Bertt; 5 bon B ijt, (wobei bon ben Reichen abftrae 
fort wirb). , , jiS ' 



SOlan multipticire ba(;er bte ganje <25Ieidf>itng 
bltfck S', »btnuö ‘ C: :ti h v * — *.r 

3 p 2 — (3q— : 8q , ) J + (5q , ) i 

entfpringt, fo, bafj wenn ÜL = y' gefcjt wirb, ber 

i ' . — rir ctr- (; 

SluSbruf — 5 (y') s 4. 3 ein Quabrat werben tnu$, 
wo übrigens bie Cocfftcienten 5 unb 3 feine weitere 
SRebnction geffatten, . 



f 5i & 



/ 
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©0 f ix) alfö y = L ( r unb s fetjen unter fuß 
s 

^rtntjatcn ; benn q unb p f bmten cd aud) tatest fci)ii). 
g-olglid^ muß — 5r*+ 3 s 1 ein Quabrat werben. 
3 )ic 2ßurjel baton fyeiffe z', mithin 

-sr= (z') 3 — 3 s 2 . 



■ # ■ »* 4 

(£ö fet) nun z'= ms — 5 s', wo m eine ganje 
$al fe^n muß , bie nidjt >■ f unb jugTeidj fo tß, baß 
m* — 3 burd) 5 teilbar wirb. Qlbcr biß iß un* 
tnöglid), benn iveber m = 1 , nod^> m = 2 leißen ©cs 
nuge, weit m 2 — "3 im erßen ^fall == — 2 unb im 
anbetn = - 1 wirb. SKatt fajin alfo jjierauö fdßicf 
fen, baß biß Problem nidß aufgclbßt, unb alfo bcir 
Sluöbruf 23 y 2 — 5 utimbglid) 311 einem iQuabrat 
getnadjt werben tonne, wcld)e$Bcrtl;c man aud; fTatt 

yfefen mag. V' . CuiV.i 





ufas. 

' i .J 



•I 

1 ‘i 



w . 

u A *- 



§* 59* 




5 Benn irgenb eine ©leidjung vorn jweiten ©rab 
mit 3wei unbefannten ©rbfien gegeben iß, wie 
a+bx + cy+dx 2 +exy+fy 3 =o 
unb biejenige rationale 9EBertf?e ton x unb y gcfudjt 
werben foüen, welche biefelbe auß&fen, wenn ßc an? 
berd bergteidjen l;at, fo bann biß termittelßberfo 
eben erwarten $Jietl;obe gcfd)eljen ; benn, wenn Wart 
y in x auöbruft, fo ßnbet fid) 



2fy+ex+c=^(c+ex) 2 -4f(a+bx+dx 3 )^ 

öb’er, wenn « = c*~ 4' af, / 3 «= 2 c e x - 4bf,ttnb 
y=e 3 -4df gefejt wirb, 

afy-t-ex+c^K (* + ß x+ 7 x 2 ) •< 
fo baß alfo aüeö barauf anfommt, einen 9Sertl; ton 
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x ju ftnben, wobutch Y' («+/ 3 x+yx 2 ) rational 
wirb. 

/ - » , • » • , * ♦ i * ; • * 

Olnmcrluitg. 

$. 60. ■ 

3>cf> habe in bcn ©enlwürbiglciten ber 2lfabemie 
bet ^Biffenfdjaften Oon 93 erlin im 3 <*h$ 1767 *& cn 
bicfc Materie, wiewol na dj einer etwaö ncrfchicbcj 
nett SO'letljobe, abgehanbelt, unb glaube bev erfte 
gewefen ju fc^n, ber bie unbeftimmten Probleme beö 
gweiten ©rab$ auf eine birelte 2lrt , unb ohne bag 
man n&tfyig l;at, t>orl;er einen 5Betth ju erraten, auf 
gulofen lehrte, ©ollte berßefer biefe Materie grünblk 
djer ju wijfen begehren/ fo will id) il;n auf bie oben« 
angeführten 2lbl;anblungen rerwtefen haben, wo er 
üb er big neue unb merlwürbige Untcrfnchungen ftit? 
bcn wirb, bie fiel) auf baö Problem bejiehen, ein n 
in ganjen^alen ju ftnben, fo bag n 2 — B mit A tfjeils 
bar wirb, wo A unb B gegebene ©rbfien jtnb. 



, SPlan gnbet auch in ben 2tbhanblungen ber 
gdnge 1770 :c. Unterfudhungen über bie $orm ber 
&heile* berjenigen $alen, bie in z 2 — Bq 2 enthalten 
finb, fo bag matt au.ö ber 3rorm t>on A bfterö bie lln* 
pjbglichfeit ber @leid>ung Ap 2 = z 2 — Bq 2 ober 
Ay 2 + B p= einen ünabrat, begimmen fattn. (§. 

^ £egenbre 



9 ) 3 Ran fe.be au<b hierüber bie 5te 2Ibbanblung be« 
Slnhangö ju blefem ffierfe, worin« baS Problem 

#on x ~ ^ auf bad tottgänblgge aufgelbit lg. 

' .iA< -■ 



tfnm, b, Ueb, 



I 
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Y' ( a +, b x'4- cx* ) rational ju machen. 155 

ßegenbre hat fidj> 11 ad) biefem in ber oben §. 
47 angeführten 9 lbhanbfung bamit bcfcfxSftiget, bie 
allgemeinen 95 ebingungen ber SJJl&glichfeit ober Un< 
mbglicfffcit ber unbefiimmten Gleichungen bom jwei* 
ten Grab auöffinbig ju machen, unb ijt babei auf ben 
merfrourbigen ßehrfaj geraden, haß bie Gleitung 
ax 2 + by’ssbc z 2 , in welcher a, b, c bejahte jjalen 
borfkllcn, bie unter fi'ch ^rimjaten ßnb, unb feine 
quabratifche ^aftoren haben , aufl&öbar iß, wenn 
man brei ganje »Jäten Kloben f ann, bie fo ftnb# 

baß bie brei Grbffen 

aA s — b c^— b cv 2 — a 

.. c . Vi ? l } b 

ganje »Jalen fmb. 
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ß '•> §. 6li 



bie hoppelten unb breifadfjen ©leicf)l)eiten tn 
*^y bet biopfyanteifdjen Qlnalpftö ton fo groffem 
fyiu|en finb, fo will id> btefelben um fo mef)r mit ein 
paar ^Sorten beruhten, al$ jener groffe ©eometer 
unb feine Kommentatoren befonbere Regeln jur 2luf# 
lofung betfelben gegeben ijaben. 



«Senn eine Formel, bie eine ober mehrere unbe# 
kannte ©röjfen enthalt, einer toUkommnen ^otenj, 
g. 55. einem D.uabrat/1TftÄrKubiiö tc. gteidigemac^t 
werben foll, fo fyeigt big in ber biopfyanteifdjen 2ln a# 
tqfiö eine einfache ©lei<f>f>eit. 



5^enn aber ton gwei $rormeln, bie entroeber eine 
ober mehrere unbekannte ©r&jfen enthalten, jebe ein« 
gelne einer tollkomncn ^oteng gletcf) gemacht werben 
folf, fo fyeigt big eine hoppelte ©ieid^eit, u.f.w. 

53iöl)er fy»ben wir gefefyen , wie man einfache 
@leid$eiten auflbfen könne , wenn bie unbekannte 
©röffe ben jweiten ©rab nidf)t uberjleigt, unb bie ge# 
gebene ^oteng bie gweite, b, u ein £>uabrat ift. 

- h Sftun 
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twifadjen ©leicfyjeife'n. tefr 

^ $R«n Wölfen wir jeigeißWiebie öo^poTfen unt 
breifadjen@leid$eiten eben tiefer ^etenjeir bemäntelt 
werben muffen, ~ <1 + £ 

» • <.V:i: \ib - 3 

‘€£ yL ‘ tt5j 

$efe$t , man ^abe folgenbe hoppelte ©lei^efe: 

; a + bx = einem £üabrat, , 

,. . . . ., f . 5 ^ .dx f» euiejfy&uabrat, 

,roo atfö , ix ti» ,]^t>en in her erflen. 9>oten$ 

»jr -v ir,:h(Uh: . - mr;-,-.- ^.y . ■ i ;.if ; „ 

9Jtanfe$e . : «nff mrv 

sr+bx- 1*; : ~„ xa ; ;‘ Ä 

c i +'dx = u* ' * • , r w 

unt elffninire x auö tiefen beiten ©feiet ungen, fo 
ftnbet fidjf un:l 

J f } * !! ad -bc = dt 3 -bu 3 ’:." f 'i" 

(dt) 3 = dbu 3 + ( ad - bc ) d ; ' ^ 

®ie gange <£djwierigleit beruht alfo barauf, einen 
rationalen ^öertfy u ju ftttben , fo bag 
■j.. ■:•} - dbu s +ad^-^bcd • •» • 

,ein Üuabrat werte, 3 )iefe einfache (Sleic^^ett fann 
aber turdE) tie oben crfWrte 2Tetl?ote aufgelbft wers 
ben, unb auö u ffntet ficfy fotann 



,r A . 



< x u’r— C 



;;; «Bare He to^elte ®leic§f;eit Hefet 

ax 3 + bx = einem jQuabrat J,ui ' v ' 
CK 2 + dx = einem .üuatrat 



.■ \ - 



fo mujfee man X =* 2 fe|en > unt fotann beite $ 0 » 
x' 

mein 
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158 . 23 on tenbeppelten tmb 

mein mit (xO a multiplicircn, wobttrdj jte ftdj its 
folgeribe berwanbelfen : , . i 

a + bx r = einem ünabrat, „- f ; ;j |( . 

c + dx'= einem £tuabrat, 
welche ben boxbergefyertben dfynltcfy ji'nb. 

©d taffen ftd) ancf> allgemein alle, biejcnigen bop* 
gelten ©leid^citcn auflöfen , wo bic unbefanntc 
©r&jfe in allen ©liebem ttorfommtj.’itfenrt fie anberö 
ben jweiten ©rab nicfjt öbcrjteigt: SWrfgdnj anbctd 
bereit ftcf) bic ©adfje, wenn bie ©leid^eiten bon bie* 
fer 5'orm ftnb : vi - 

a + bx + cx 2 = einem £luabtat 
ce + ßx+ yx 2 = einem £fuabrat 

; . : k ;. x UV W* * m 

®emt, wenn bie etftere butdj unfre 9Jletl;obe 
«ufgel&fjt wirb, unb f ber SEBcrtf? bon x ift, welker 
a + bx + cx 2 = g 3 madjt, fo ift allgemein (nad) §. 

57*) ; r- : v — ' n ■ 

x = ~~ agm + b+a ;; 

m* — c — • ~ sw'.. 

©ejt man aber btefen $öertfy f&r x in bie jwette 
©leidjfjeit, ünb multiplieirt fyerttadj mit (m 2 — c) 3 > 
fo mufj folgenbe ©letd^eit aufgelöst werben: 
a(m 2 -c) s + ß (m®^c) (fm 2 - 2 J gtn + b + cf ) 
+ y (fmV 2 gm + b + cf ) 2 = 
einem Duabrat, in welker ©leid>u’ng bie unbefannte 
©r&ffe m auf ben bterten ©rab fteigt. 

SEJfan fyat aber nodj feine allgemeine SDtetfyobe 
für bie 2lufl6ftmg biefer ©leid;ttngen, itnb alled, wad 
man tfyun fann, bcftef;t barinti, meliere Ülufl&fun* 
gen and einer einzigen, bie befannt ift, fycrjulcitcn. 
< i)#aa felje bad 9 te Äap. bed stett ^etldi) • 

. §♦ 6 3 » 
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ferrifä$eit ©leid) (jetten. . 159 

§. 63.. 

5Bemt man bie breifadje ©leidet fyat • 
ax + by ’j 

cx -i- dy > = einem üuabrat. 

• hx ky J 

fo fet) ax + by = t 3 , cx + dy = u 3 , unb hx + ky 
= f 3 , elimimrt man nnn x auö biefen bret ©leidjutu 
gen, fo ergibt jtcö 

(ak-bh) u 3 - (ck-dh) t 3 = (ad-cb) f 3 
unb wenn alfo u = z gefejt wirb , fo befielt bie 

, 1 — • t*u 

gauje ©djwicrigfeit bartnn , baß 

‘5 ak — bh a ' i-ck^-dh 

Z ■“ T — . _ 

ad — cb <-f?ad — cb 

— einem jQuabrat werbe, weldjeö burd) tmfte aS» 
gemeine SWetljobe gef^ett tann. . , , 

2lu$ bem befannten z frnbet f«d; fobann u =s tz 

d — bz 3 .3 . 

x == t imb 

ad — cb 

y = az2 ~ c e. 
ap — cb 

©ntfyielte aber bie breifadje ©leid()f)eit nur eine 
einige terdnbcrlidje ©rbffe, fo erhielte man julcjt 
eine ©leidjfjeit, wo bie unbetannte ©r&ffe auf ben 
leierten ©rab fliege. 

tiefer $all tonn unmittelbar auS bem borfjer* 
gcljenben (jergeleitet werben, wenn man y = i fejt, 
fo baß alfo 

az c = 1 , unb mithin 
tj* ~~.j a< * — c k az 3 
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1 6 o 23. t>. boppelttit u. sfodjett ©letc^eifen. 
* 

az ~ c = einem £Ufabrab fet;n muß. 

ad — cb : • . : '• • ' H-.n» <<-, : J 

5Bcnn aber f ein 5öcrtl; üon z iß, ber bie 55 c* 

• ^ i«« — ^ ! ‘ njr - bfr 

biugung erfüllt , unb ber Äurje wegen 

*■ • r--* : 4 - t *• *; ■ \ ^ äd™^Clj 

cs. e gefejt wirb , (o iffc allgemein ( §* 56* ) 

* = fm 3 - 2 gm+ef \ ;rr> 

Z • «r O - J 

■ m — e 

s$tfb nun biefer 5Bertfy toon z in bie legte (Steifheit 
gefegt , unb burdEjaug mit (m 3 — e ) 3 multiplicirt, 
fo muß . 'J • 

a (fm 3 - a gm+ef) 3 - epft 3 - e ) 3 

< ad — cb — L": 

2 = einem Ctuabrat fe^tt , »0 alfo bie unbefannte 
Gjvbffe m auf ben bterten ©rab ßeigt. 

v, er- 0 rn: i : .. 
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@ief>cnte3 Äapitd. 

1 

JDirefte unb allgemeine 3)?etfjobe, alle SBertfte 
bonyin ganjen B^Ienju bef?immen,rooburc& 
VX Ay 3 +B) rational gemacht werben fann, 
wenn A unt> B gegebene ganje Baten bebeu* 
ten; wie and) alle mögliche Sluftöfungen t>er 
unbefftmmten ®leicf)ungen mit jroet unbe* 
tonnten ©rbffen in ganjen Baten ju finben, 

B»f«J jum fedf)öten Kapitel» 

§♦ 64. 

{^Nbfdjon burd) bie 3Jtetl;obe beö 5 ten ÄapitelS al b 
gemeine Jonncln gefunden werben f&nnen, bie 
«He rationale 5Öertl;e non y erhalten, wobnrd) Ay 3 
-f B ju einem ühiabrat gemacht werben fann; (0 
fmb biefelben bod? bon feinem Stufen, wenn für y 
nur ganje $alen gefugt werben. SDa^er wollen 
wir ^ier nodf> eine befonbre 9Cftetl;obe mittfyeilen, ba$ 
Problem für ben Jall, ba y eine ganje $at f<9» 
folle, aufjulbfen. 

feb alfo Ay® + B = x®, unb ba A unb B, 
fo wie amf) y tjier ganje Baien borftellen füllen, fo 
III. Ib«iL ' 2 erhellet, 



I ■ 
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r62 VII. ft. öligem. i&et&obe, t>ie ©letdjung 

erhellet/ baß aud) x eine gange 3<d f«) n muffe; folg« 
lief) wirb folgcnbe ©leid>ung 

x 2 — Ay 3 — B 

in gangen »Jalen aufgel&ßt werben muffen. 

Jjßer iffc ju bemerken, baß, wenn B burd) feine 
üuabratgal teilbar iß , y unmbgltd) mit B einen 
gcmeinfdjaftlidjen feiler tjaben f&nne. Senn, gehegt 
y unb B litten ben gemcinfdjaftlidjen Jactor ot, fo 
baß y = a y' unb B = et B' wäre, fo würbe 
x 2 = Aas 2 (y 7 ) 2 + « B', 

linb mithin x 2 burd) a tl) eil bar fetjn. Sa aber « me 
ber einduabrat, nodj burd) irgenb ein £>.uabrat tfjeil* 
bar iß, (nadj ber äjorauefefung) inbetn biefe©rbffe 
ein^actor bon B ift, fo muß x burd) a teilbar fct;n. 
9©cnn baffer x = «x' gefegt wirb, fo ift 

« 2 (x') 2 = of A(y') 2 -f cc B', ober - 
a (x') 2 =r « A Cy') 2 + B', 
woraitd erhellet , baß B' ebenfalls burd) a teilbar 
fetjn müßte, welc£>eö gegen bic fßorauöfefjuug ift. 

2tlfo nur wenn B quabratifdje Jactoren entfalt, 
fann y einen gemeinfdjaftlidjen Steiler mit B l)abcn, 
ünb cd ift leicht aud borfjergeljenbem beweib gu er* 
feljen, baß biß qemeinfcfjaftlidje ^OZaaö bon y unb B, 
nidßd anberd ald bie 5ßurgel eincö ber quabvatifcücn 
fjactoren bon B fet)n f&nne, unb bic ©r&ffe x eben« 
baffclbe gemeinfdjaftlid)c SDiaaö fjaben muffe, fo baß 
bie gange ©leidjung burd) baö Üuabrat biefeö gemein* 
fd)aftlid)cn Steiler bon x, y unb B tl;eilbar iß. 

J^ierauö fdjtieffe icf> 

i) baß, wenn B burd) feine D.uabratgal teilbar 
iß , y unb B unter fid) ^>rimgalen fetjtt muffen. 

a) 
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Ay 3 + B = x 3 tit gonjen Solen oufjutöfert. 163 

s) Sag/ wenn B nur burcg einen einjigen quabra« 
tifcfyen $actor a 3 teilbar tg, y entweber mit B 
feinen gcmeinfd)aftlid)en feiler haben, ober 
burdf «teilbar fe^n f&nne; big gibt $wei$-alle, 
bie befonberö unterfuc^t werben muffen. 3™ 
ergen $alle t&fc man x 3 — Ay 2 = B fo auf, 
bag x nnb B unter gd) qjtö ^rimjalen attges 
nommen werbett; im jweiten aber l;at man bie 
©leicgung x 3 — Ay 2 — B' aufjulbfen, wo B' 

/ B ' 13 

=. 1 — unb B' unb y ebenfalls unter fiel) ^rim« / i? 

'eif , 

jalen finb. Sulejt tnuffen fobann bie gefunbenett 
5 Bertf)e bon y unb x mit u multiplictrt wer* 
ben, um biejenigen $u erhalten, bie ber borge« 
gebenen ©leic^ung ©enuge leigen. 

3g aber ; • 

3) B burdf jwet berfefgebene üuabrate « 3 unb/ 3 3 
teilbar, fo gnb brei &<Slle ju betrauten. 3»« 
ergen l&fe man bie ©leidmng x 3 — Ay 3 = B 
unter ber 93 ebingung auf, bag y unb B ald 

; sprtmjalen unter gd) betrachtet werben;, in; 

^weiten fet> x 3 - Ay 3 = B 1 , wo B r = JL ig, 

« a 

unb y änb B 1 ebenfalls unter ftcf> ^)rimjalen 
gnb/ unb multiplicire l;ernach bie gefunbenen 
’ Berthe bon x unb y mit a ; im britten fefe 

man x s - Ay 3 = B", wo B //= l^i Jg, unb -n 

\W ß 

y unb B" unter geh ^rimjalen gnb, unb will« 
tiylicire l;ernach bte$Sertl;e bon xuttb y mit /2. 

Sllfo muffen . >’ 

4) fo biel berfchtebne ©leichtfngcn aufgelegt wer# 

v . & 2 fee»/ 
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164 VII. Stößern. Sttetfjobe, t>ie ©letctyurtg 

ben, al$ B berfcf>iebene quabtatifdje $aftoren 1 
gat ; aber alle biefe ©leidjungen finb bon bet 
- $erm x 3 — Ay 3 = B, unb y unb B werben 
immer unter fid) $)rimjalen fet>n. 

§. 65 . 

Süflan betrachte lemnarf) bie allgemeine ©leidbung 
x 3 — Ay 3 = B, 

wo y unb B unter fidj ^rimjalen fi'nb ; unb ba x 
unb y ganje $alen borßellen, fo muß atfo x 3 - Ay 3 
burdj B tbcilbar fetjn. 

3 U btefem ©nbe fege man nad> ber im 4ten Ä. 

§. 48. erftörten SJletijobe, 

x = ny — Bz, 
fo ergibt fid) bie ©leidjung 

(n 3 — A) y 3 — a nByz+B 3 z 3 =B, 
worauf erhellet , baß baö ©Heb (n 3 — A)y 3 burdj 
Btfyeilbar fepn muffe, weil alle anbre eö für fid) felbft 
finb. Da mm y unb B unter fiel) ^)rimjalen bor« 
jteüen, fo muß alfo n 3 — A burefy B tfjeübar fepn; 

fo baß wenn n ^ =C gefejt, unb alleö burcfyB 
B — 

bibibirt wirb, bie ©leidjung 

. Cy 3 — 2nyz -f-Bz 3 =i , 
gerauäfommt. Diefe ©leidjung aber ifi tn fofem 
einfacher, alö bie borgegebene, weil bie sweite ©eite 
berfelben ber ©infyeit gleich ifi. 

5 !Jfan fudjc alfo bie 5Bert!je bon n, bie fo finb, 
baß p 3 — A burd) B teilbar wirb; unb um biefen 
©nbjweE ju erretten , iß eö (nadj §. 47.) fd>on ge* 
nug, anßatt n alle ganje Vejaljte ober berneinte 3öl«* 

R . »» * 

|u fegen, bie nicht v > _ finb. Jinbet fid) nun unter 

. v . •• . - biefen 



I 
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Ax 2 + B * x s tn ganzen Baien äüfjtifofim. 165 

biefett feine, welche ©nttge leijlet, fo lägt ftdj fogleid) 
fd)lieffen, bafi n 2 — Anidjt burci) B thctlbar fei), unb 
alfo bie Vorgegebene ©leidjung unmbglidj in ganjen 
»Jalen aufgelöst werben fönne, 

^inben ftdj aber auf biefem^Begc ein ober meljre* 
re 9ß$ertfye, bie bie 93ebingung erfüllen , fo nehme 
«tan einen nad) bem anbern für n, unb biß wirb bann 
eben fo viele verfdjiebene ©letdjungcn geben, bie man 
befonberS Vornehmen muß, unb beren jebe auf eine 
ober mehrere Sluflöfutigen fuhren wirb. 



SL&aS aber bteientgen 5öertl;e von n anbetrift, 
B ' 

bie > _ finb, fo fann ntan (Te ganj beifeite fefen, 

weil bie ©leidjungen , bie fic gäben, nidjt von benen 
Verfd)icbcn fc^tt würben, bie auö beu?ßJcrtl)cn Von n, 

D \ 

bie <ü— ftnb, her geleitet »erben, wie wir bereits 
2 

§. 5a. gejeigt ^aben. 

\ 



5öa inbeffen bie 95cbingung , auS welcher n bes 
fKnirnt wirb, nur btefe ift, ba§ n 2 — A burdjB tl)eils 
bar fet), fo erhellet hieraus, ba$ jeber SGBertl? n fowol 
bejaht als verneint fcpn fönne ; fo bag man alfo nur 

D 

alle natürliche »Jalen , bie nicht > _ ftnb, probiten, 

% 

unb bie gefunbenen 2Bert$e von 11 fobann bejaht unb 
Verneint nehmen barf. 



9®ir haben anberSwo SRegeln gegeben , bie Qt> 
forfchung ber 5Bertl)e von n ju erleichtern, unb eine 
groffc Slnjat berfelben in fehr vielen einzelnen fallen 
§u befHmmen. ( 9Jtan fel;e bie £)enf wurbigfeiten 

£ 3 ber 



* 
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166 VII. $. Sfttgem. $ 9 ?etfjot>e, bte ©letcf)uiuj 

bcr ^Berliner Slfabemte oom 3 ’al)e 1767, Sette 194 
mtb 274. v 

T * » * 5 

Stuflöfuttg ber @leid>ung Cy 2 — 2 nyz -f- Bz 2 = i* 
tn ganzen £alen. 

3 Mefe ©leidjung tarnt burdj jwei t>erfd)iebene 
9 ftetl;oben aufgel&gt werben, wetdje wir jejt abljan« 
bcln »ollen. 



(5 1 ft e 93t c 1 1; 0 b e. 

§. 66 . 

®a bte ©t&ffcn C, n, B ganje $afcn ftttb, fo wie 
«uef) bic unbeftimmten y ttnb z, fo ift flar, baß bie 
©reffe Cy 2 — 2 nyz + Bz 2 uotl;wcnbig immer einer 
ganjen $al gteidf) fetm muffe ; folglid) wirb bie Sin« 
tyeit bcr fleinfte 5ßcvtlj fetjn, beffen fic fällig ift, »enn 
anberö fie ntdjt 91 ull »trb, weldjed aber nur bann 
mbglid) ift, wann btefe ©roffc tn jwei rationalere* 
toren aufgelöst werben tann. 2)a aber biefer 
feine ©d;wierigfeit l)at, fo fefen wir if;n einflweilett 
beifeite. Sie $*r a 9 e ^wtl)ct bemnaef» barauf, foldfe 
5ßertl;e für y unb 7 , §tt ftnbcn, welche bie gegebene 
©rbffe fo flcin ald mbglidj machen. 3>ft baö 
erhaltene SJDttniwum bcr Sitifyeit gteidf, fo ift baö , 
Problem aufgelegt, wo nidjt, fo lagt ftdfj fidler fdjlief# 
fen , bag feine Sluflbfuttg bcffclben in ganjen jjalett 
titbglidj fet). @0 ift alfo big Problem nur ein be« 
fonbrer jafl beö im 3tett Kapitel 2ten §. aufgelösten 
^roblemö, unb feine Ölttflöfung tann alfo and ber am 
angejeigten Orte gegebenen fjergeleitet werben, ©a 
aber l;ier (2n) 2 — 4BC— ^ A,(§.65.)ift, fo mug 

man 



j 
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\ 

man jroci $<!tlle unterfdjeiben , je nacfybem nemlicß A 
bejafyt ober verneint iß. 

(Srßcr ^all, wenn n s — BC= A, <o iß. 

§. 67. 

SftadE) ber §. 3 2 . erflürtcn ?Uletf)obe muß ” be* 

v C 

jafyt genommen, in einem fortlaufcnben 93rucl) Der* 
wanbeit werben , welcfyeö naefy §. 4 . gefdjefjen t ann. 
hierauf bilbe man naefy ben 5 0n uetn beö $. I0 * 

eine Sfveifye Von SSrüclje, bie gegen “ conVcrgiren, 

C 

«nb fefe ifyrc g&ter ber SReifye nadj anßatt y, unb 
bie corrcfyonbircnbcn Slenner anßatt z. Bf 1 nun 
bie vorgegebene formet in ganjen £alen außbebar, 
fo finben ßcfy auf biefe 9lrt btejettigen l $ßertl)e von y 
unb z, welche (Genüge leißcn ; unb umgefetjrt au d), 
wenn unter ben gcfunbetten »Jalen leine bie 93ebin* 
gung erfüllt, fo tß biß ein ftdjcrcb ^eid>en , baß bie 
gegebene (Steigung in ganjen 3 a * en unmöglich auf* 
gelbst werben fbnne. 

^weiter Jaff, wenn n 2 - BC = A, > o iß. 

/ 

§. 68 . 

j£icr bebiene man ßdj ber SEftet^obe beb 5.33 ic. 
Sllfo in fRüffidß auf E = 4 A, iß juerß bie ©rbffc 
(§♦ 39.) 

a = n±rA 
C 

jn betrauten, in welcher bie Beiden fowol Von n ( wek 
d)e Große, wie wir gefefjen, fowol bejaht, alb verneint 
1 £ 4 fetjn 
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168 VII. Ä. SlUgem. 59 letf)obe, bie ©leic^ung 



fetjri Eann,) alö aucf) ton V'K fo fcefthmnt werben 
muffen, ba| jene ©röffe a Bcjufyt werbe; fobann flcllc 
«tan folgenbe IRedtjnung an : 
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unb fege biefc Oleinen fo weit fort, btö in ber erflctt 
nnb jweiten jwei correfponbirenbe gleite ©Heber 

wieber 
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wicber jum 3 $orfdjein fommen ; wirb nun unter bett 
©Hebern ber jweiten SRcit;e P°, P 1 , P“ zc. eineß ges 
funben, baß ber bejahten ©ul; eit gleidj ift, fo gibt 
baffelbe bie 2lufl6fung ber vorgegebenen ©leidjung, 
unb bie 5Bertl;e von y unb z werben bie corrcfpon« 
birenben ©lieber ber beiben nadj ben Jonneln beß 
25. §. beredjnetcn SRcifyen p°, p 1 , p 11 , p m zc. unb 
q°, q l , q 11 , q m zc. fepn. ««tcr P 0 / P 1 » 

P ü zc. fein ©lieb ber bejahten ©nl;eit gleidj, fo Mßt 
fid) mit »JuWcrlSffigfeit bar au ß fcf^Iteffen, baß bie Vor« 
gegebene @leid>ung in ganjeu £alen nidjt aufgelbßt 
werben f&nne. (SÖtan felje baß SSeifpicl beß §.40.) 

dritter Jall, wenn A = einem üuabrat ift. 

§. 69. 

3n biefem wirb V'A rational, unb bic©r6ffe 
Cy— * 2 nyff Bz 3 fann in jwei rationale Jaftorcß 
gerlegt werben ; benn biefe ©r&ffe ift nidjtß anberß 
alß 

(Cy — nz) 3 — Az 3 , 

C 

welche, wenn A= a 3 gefegt wirb, unter biefer ^orrn 
^ Cy ± (n + a) z^ ^ Cy ±(n — a) z^ 

_ ' 

vorgcßellt werben fann. 

Sa aber n 3 - a 3 = AC = (n + a) (n — a), fo 
muß baß sprobuft Von n + ain n — a, folglich einer 
ber beiben Ratteren n + a ober n — a burdj einen 
ber Xfjeiler von C teilbar fetjn, unb ber anbre buvdj 
ben anbern. ©ß fep alfo C = bc, n-f a = fb, 

2 5 unb 
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mtb n — a = gc, wo f unb g ganje »Jalen fmb, 
fo wirb 

(Cy±(n+a)z) (Cy±(n— a)z) 

= (cy±fz) (by±gz). 
tßcit aber btefe beiben ^aftoreö ganje $alen fttib, f* 
i-fl Star, bag tijr ^probuEt == i fct>tt werbe , wie bie 
Sßebingung erforbert, wenn jeber cinjeine berfelbcn 
= + i ifh fet) alfo cy Hb fz = + i. Unb 
I;ierau$ beflimme man y unb z. ^nben fi'dj nun 
für biefe ©r 5 ffen ganje $alcn , fo ift bie ©leidjung 
aufgei&gt , wo nidjt, fo ift eine 2lufl6fuitg in ganzen 
^aleit unm&gticfy. 

Zweite e t o b e. 

§« 7 ®* 

SDtan ncfyrne mit ber formet Cy 2 - a nyz+Bz* 
4^nlic^e ißerwanblungen bor, wie biejenigen, bie wir 
§. 54. angcjeigt fyaben , fo behaupte idj , man werbe 
immer auf eine foldjc Eommen, wie 1 
Lf— sM^+Nvf 2 

wo bie ©r&ffen L, M, N ganje »$aien t>ie bon 
ben gegebenen ©r&ffcn C, B, n abbangen, fo baß 

M 2 - LN = n 2 - CB = Ä ' 
unb öberbig 2 M weber > L, nodj > N ift, (wo t>on 
ben ^eidjeti abftraf)irt wirb.) j)ie guten g unb ¥ 
werben ebenfalls ganje guten f«9«/ bie aber bon 
ben unbeftimmten ©rbffen y unb z abfyangen. 

Um big ju beweifen , fep j. 95 . C < B , unb 
bie formet, bon ber bie Sftebe ifl, werbe atfo borge« 
(teilt 

B'y*— znyy'+BfyO 1 / 

wo 
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wo C — B', unb Z— y' gefegt wirb. 3 ft nun 2 n 
nicf)t > alö B', fo fyat Hefe formet bereite an unb 
fut fxd£> felbffc bie etforberltd£>en «Bebingniffe; 3 ft «bet 
2 n > B', fo fef e man y ==r ntly ' + y", unb fubfli* 
tuitc btefen SBertfy in ben fcorfyevgefyenben Uluöbruf, 
welcher fich in folgenben toevmanbeln roirb 

B'(y") 3 — *»W +B"(yO*» 

roo n'= n — m B', unb 

B"= m 2 B'—2tnn+B==S n T~ A . *) ift. 

B' 

t 



. , . Da ab et m unbefftmmt iffc, fo fann man biefe 
pal, wenn man fte alö gang annimmt, immet fo be* 

ftimmen , bafi n' obet n — mB' nid^t > wirb, 

% 

unb in biefetn $ade noirb alfo 2 n' nidf>t > B fei;ti. 
3(1 nun aud) 211 niefjt > B", fo witb bie obige 
©leidbung ; • . r 

B / (y'r-2nY'y' + B"<yr 

fo fe^n, rcie bie 33 cbingung erforbett. 






es m m S » 4. = m *( B ) ~^ mn B + B B 

■*' ’ 1 B' 

_ m^CBO^smnB'+r^-A 

■ ^ ' " ■■■— "■ ■ *■ f 

C~« £-2- c- »') .Kr = Cn-m»') 3 - «. 



B' 

. ,, , (n') 2 -A 

tntrbm aud) = v ' ♦ 

B' 



B' 



2lnm. b. Ueb. 
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3 ß aber an' > B", fo fahre man weiter fort, 
unb fc|e y'= m' y" 4 - y'" wetdjeg folgenbe 3 $ew 
wanblung gibt : 

. B^Cy") 2 — 2 n"y" y'" + B" (y "') 1 
wo n"= n" — m'B" nnb , • 

B"'= (raO a B " — 2ro'n'+ B'= W —- A , ■ 
i. B" 



’ ... v 

Unb nun beßimme man bie ganje^al m'fo, baß 

n f — m'B'' nid^t ]> ^ f unbalfo a n" nidjt > B" 

wirb, fo baß audj hier wieberum bie obige SSerwanb? 
lung bie gefügte $orm hat, wenn 2 n" nicht > B'". 
©ollte aber 2 n" > B'" fepn, fo mußte man non 
neuem y ll = y 11 y ul + y lv fefen, ac. 

©tefc Operationen, f&mten aber nid^t inß Unenbli# 
dje fortge^cn, unb bie Ofccdjnung muß notfjwenbig 
ihre ©rangen (;aben. ©enn an> B', unb an' nicht 
> B', folglich n' < n. ferner 2n> B", unb 
utib 2 n" ntdß > B", alfo iß: n" < n', u. f. w. 
SWitißn bitben n, n', n" ac. eine abncfymenbe JRci(;e 
ganjer galcn, welche fid) alfo nicht ind Unenblidjc 
erßrecfen bann. SDtan muß alfo notfywenbig auf eine 
foldje ^ormel f ommen, in welcher ber (Soefßcient bed 
mittleren @licbe$ nicfc»t grbffer fcpn wirb, alö bie Soef« 
fteienten ber Puffern ©lieber, unb welcher uberbiß bie 
übrigen ©igcnfdjaften traben wirb, bie wir oben anges 
geigt haben ; welc^eö au$ ber Statur ber borgenoms 
menen Soerwanblungen felbß flar iß. 



©arnit 



X 
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®amit aber bie 'iBerroanbluttg bet formet 
• Cy 3 — anyz-fBz 3 
in L£ 3 — aN£* + N * 3 

befio leidster gefd)d)e , fo bejeicf>ne ntan burcf) D 
ben grbffern bet beiden duffem Soefftcienten, unb 
burd) D' ben l feineren; ferner burcfy d biejenigc 
toerdnberticfje (Srbffe beren Ouabrat butdj D' multie 
piicirt ift, unb buvcfy d /v *bie anbre berdnbertic^e 
@r6ffe, fo bag bie borgegebene Jwnel bie (Sejlalt 
erfydtt, 

D'd 9 — andd' + D(d') 2 , 

»0 D' < D iji. Sßun fteUe man folgenbe SRedj« 
nung an : ~ ■ 



+ 



m= 



s 
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Ucbrigenß ift wol gu bemerEen , bag baß *Jetd)ca 
=, rq^fdpcö nad) ben ©r&jfcn m, m , f m" ic. jlcfo 
Ecinc abfolute ©leid^eit angeigt, fonbcrn bloß bie 
gr&gtm&glidje Stornierung , wenn m, m', ic. 
gange bebeutcn; u.nb icfy gebvaud^ bloß biefcß 
»jei^en, weil fein anfcreß f$iflid)eö norfyanben iß. 

-i '<0 Mt ■' f : - 

Diefe Operationen muffen fo weit fortgefegt wers 
ben, biß in ber 9üü)e n, n 1 , ^ 1 ic. ein ©lieb gefiin* 
ben wirb, g. £3. n£, weläjeß, (wenn wir non ben 
Beiden abßrafyiren ), nid)t gr&ffer alß bie Raffte beß 

cortcfpoubtrenben ©liebß D^ ber SKei^e W, 

ic. unb aud^ nid^t gr&ffer alß bie jjMlfte beß folgenben 

©licbß D? + I iß. Da^n fe|e man D? = L, n? = 

N, D? + I entweber = Munbd? =^,(1^ + I = ^,obet 

D> = M, + 1 = h unb d? =£,d? t;f = 

Sn $uEunß «ber wollen -wir immer anndfrtnen, M 

bebeute bie Eleinße ber beiben $alcn D^* unbD^ +I * 

k * * • • « ' *• • 

§. 71 . 

Die ©IcidEjung Cy 9 — 2 ta y z -f- Dz 9 = i wirb 
affo auf biefe gebracht •' - 

Lf-2N^ + M^=n 

wo N 2 — LM = A, unb 2 N weber >• L nodj 
> M iß, (wenn non ben gckfycn abßralßrt wirb). 
Da aber M ber Elcinßc unter ben beiben (Soefftcienten 
L unbMtß, fo multiplicire man bie gange <Sl«d;ung 
burd) biefen (Soefficientcn M , unb fe|e überbiß* 
v = — N£, fo nerwanbelt fte fid) in biefe: 

t, 9 — A^ — ^r 

in 
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in welket jwei $dllc imtcrfdE;icbcn werben muffen, 

«emlidb je nacf)bcm A bejaht ober verneint iß. 

. '! V •</‘v ‘ - "?'•• ■ 

i) (Sö fe^ A verneint, unb = — ä-, wo a eine i 
bejahte >?al vorßellt, fo wirb alfo v 2 -f- a^= M 
fet)n. $a aber N 2 ' — LM •== A, fo iß a 
= LM — N 2 , worauö erhellet, baß L unb 
M einerlei $eidfjen haben müffen ; unb ba auch 
2 N weber > L, nod) >• M fet>n fann, unb 

mithin N 2 nidfjt >>1^1 iß, fo wirb a entwe* 

ber =j= ober > £ ML; 2lbcr M iß < al$ L, 
baljer muß um fo mel;r a=ober > | M 2 , unb 

alfo M = ober Heiner Y' 1^/ alfo audj M < 

2 , 2 

fj^afepn. . 

j ‘ ■ . . . V 

jjierauä folgt, baß bie ©leicijung u* + a£ 2 
— M, (wenn v unb \ ganje >?a(en fo«)« follen) 
nid^t beßeben fbnne, wenn tiidjt £ = o, unb 
alfo u 2 = M werbe, wcldjcö bemnad) erforbert, 

baß M eine Üuabratjal fet>. 

1 

©efejt alfo, M fe^=/u 2 , fo bat man £ = o, 
v = ± (jl ; ba aber v - M ¥ — N £, fo ergibt 

fief) l;ierauö /t 2 ¥4«±ju,unb folglüß ¥=± J: 

, ty-, _ t*' 

91ber nadj) ber SSebingung muß ^ eine ganje 
3«l/ unb bemnad) notbwenbig jx ber (Einheit 

jleitb fepn. golgtcb iß M = i. 

' ' • ' » 

fl js- U. ’ - 

^ierauö folgt alfo, baß bie vorgegebene 
©letdjung unmöglich in ganjen $alen aufgelößt 
werben fönnc, wenn M nieftt einer bejahten 

, (Einheit 
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©ntjett gleidj gefunben wirb. 3$ «6« biefcr 
tejtc $aÖ, ft fe§e man £—0, ¥ = 1 ; unb 
auö btefen SScrtben taffen ftd) fobatnt, wenn 
mau rutwdrtö ge(;et, bie £ßerti;e ton z unb 
y ftnben* 

£>icfe ?Dtetfyobe ift in ber JgauptfadEje etnertet 
mit berjenigen, bic wir §. 67. torgetragen l;a# 
ben ; fte t>at aber in fofern einen 35 orjng tor 
biefer, weil l;ier ni<f)t wie bort erfb groben 
mit ben terfcfyiebenen 5 Bertl;en angcjlcüt wer# 
ben muffen. 

2 ) 5 öenn A bejaht tft, fo ift A = N 9 — LM. 

9lber ba N 2 nicfyt > fepn f ann , fo tarnt 

' 4 

tiefe ©leicfyung nid)t befielen/ wenn nid^t-LM 
bejaht tjl/ b. i. wenn nidjt L unb M terfcfyiebc# 
ne $eid)cn ijaben. 9Wfo wirb A notfywcnbig ( 
entweber > — LM, ober wenn N = o ifl, 

= — LM fetjn; mithin ifi — LM entweber 
= ober < A, unb folglidj M 2 entweber =s 
ober < A, unb bafjer M = ober <^A. 

®er M = V'A. tann aber nur bann 
ftatt ftnben , wenn A ein £U»abrat ifl, unb bie 
fel;r leiste Qlufldfung bcffelben tann nad) ber 
§. 69. erfldrtcn Sittetijobe gcfdjefyen. 

SDtitfyin bleibt nur nod) berjenige fjall 3« er# 
Örtern übrig, wenn A tein £tuabrat ift, unb in 
welchem notfywcnbig M < Y' A fetjn muß: 

(wo übrigen* ton ben $eid)en ton M abftrafyirt 
wirb). 

in.Ib*«. 201 2)ann 
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£>ann aber ift bie ©Icidjung v*- A <P= M 
in bcm *>c& §. 38/ unb fann folglich burd> 
bie t>on unö angcjetgte 5ftetfyobe aufgetbfit 
werben» 

3u biefem (Snbjwe! mug folgenbe JRedjnuitg 
ungeteilt werben : 
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2)tfj fefe man fort, bi$ fonoot in ber erfien alb in 
ber groeiten üReifye roieber gleiche corrcfponbivcnbe 
©Hebet jum iBorfd;ein fornmen, ober biö in ber 
9 Reil;e P', P“, P'" tc. ein ©Heb gefunben wirb, baö 
ber bejahten ginl;eit, ober ber ©rbffc P° gteid; ifi, 
weif alSbann alle folgcnbe ©Heber in jeber ber bret 
SKei^cn wieber in eben ber Drbnung 511m SSorfdjein' 
fouunen muffen. ( §. 37.) SSMrb in ber SRcil;e P', 
P w , I ? 111 tc. ein ©lieb gefunben, baö gleich M tfl, fo 
ift baö Problem aufgelöst, beun man batf für v unb 
£ nur bic correfponbircnben ©lieber ber SReit;cn p', 
p« p'" tc, q 1 , q", q 111 tc. bie nad; ben Formeln beö 
§. 25. berechnet werben, nehmen; unb wenn man 
eben biefclben 3 Reil;en ind UnenbHdje fortfegt, fo lajV 

fen ficf> für v unb £ ungdt;lige ilßertfye fünbetu 

* 

• 1 • 

9lud ben grcei beEanntenSßßertfyen u unb £ ftnbet 
ftd; fobann ¥ auö ber ©leidjung 

y = M ¥ — N£, 

welche ©rbffe immer eine gange $al fepn wirb; 2tu$ 

ben 5Bertl;en £ unb '■¥, baö ift d? + 1 unb d? fi'nbet 
man, immer rufmartö get;enb, d unb d', unb ettblid) 
y unb z. ( §. 70. ) 

3fi aber in ber SRcif>e P', V", V" tc. fein ©Heb 
= M, fo Sann man ftd;er fdjHeffen, bag es unmöglich 
fei;, bic ©leid)ung in gangen 3^ en aufgulbfen. 

■ . • - . ' 1 « 

gb tft nidjt überfliiffig, f>ier gu bemerfen, bag, 
ba bie £Reif?e P°, P‘, P 1 ' ic. fo wie aud; bie beiben 
anbern Q°, Q', Q" tc. unb \x, p 1 , /*" tc. nur allein 
pon A abl)5ngcn, bie für einen gegebnen SSkrtfy Pon 
A porgenomtnene 3Red;nung, bei allen ©leicfjungen 
gebraucht werben fbnne, wo A, b. i. n 3 — CB eben* 

SW 2 ’ ben# 
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benfdben$Bcrtfj l;at; unb auö biefer Urfadje toerbient 
biefe «Ulctfyobe r>or berjenigen bed §, 6g. ben 33 or< 
jug, welche für jebe ©leicfyung eine neue 3fted;nung 
erforbert. 

«’» • i / 

3Benn A nidjt >■ ald ioo, fo fann fner bie §. 
41. mitgctljeilte Tabelle mit Stufen gebraucht wer* 
ben , benn fie enthalt für jebe V'A bie £ßettt)e bet 
©lieber ber bdbeti Oleinen P° P', P u , P “ ic. unb 
fjL, fjJ, fj.“, ix 111 ic. btö etneö ber ©lieber ber erfteren 
t= 1. wirb, worauf fobann alle folgenbe ©lieber 
ber beiben 5 Reil;en wieber in ebenberfdben Drbnung 
jum 3 Sorfd)ein fotnmen. 2 )urd) J^ülfe biefer &a* 
belle lägt fidfj alfo leidet beurteilen, ob bie ©leidjung 
v 2 — Ag z = M in ganzen jfalen aufgelöst werbet» 
lonne, ober uid)t? 

9 tu$ einer einigen bekannten Stuft i>fung 
ber ©letdjung 
Cy 3 — 2 nyz + Bz 3 = 1, 
alle anbre tti6glid;e ju fuibctu 

§. 72 . 

Dbfdjon butdj bie biöfycr gegebenen 9 )?etf)oben 
alle Sluflöfungen biefer ©leidjung gefunben werbet» 
fdnnen, wenn fte in ganjen jlalen auflösbar ijl, fo 
laßt fidj bodj burdj einen leichtern 5 Bcg 311 ebenbem* 
felben -B^ecte gelangen, wie wir jegt geigen wollen« 

£>ie für y nnb z gefunbenen 5 Bertl;e Ijeiffen p 
«nb q, fo baß alfo 

Cp 3 — 2 npq + Bq 3 = 1 
ftjj; 9 tun ttsl;tne man jwet anbre £alen r unb s, 

bie 
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bte fo fütb , baß ps — qr = i tft, (welcfyed immer 
mbgticfy ift, weil p unb q unter fiefy ^)rimjalen fe^n 
muffen) ; hierauf rnacfye man 

y = pt + ru , unb z = qt + su , 
wo t unb u neue unbeßimmte ©roßen finb, unb fe$e 
fciefc 2luöbrücfe in bie ©leicfyung 

Cy 3 — 2 nyz + Bz 2 — i. 

r ’i.".! i • 1 • . < v. . 

nun ber Äörje falber 

P = Cp 3 — 2 npq 4- Bq 3 
Q = Cpr — n(ps + qr) + Bqs r r . : ; 
R = Cr 3 — 2 nrs + Bs 3 
fo berwattbelt fte fid; in biefe: 

Pt 3 + sQtu + Ru 3 = i. 

* i " ' X ' * * ‘ ’ 

) 

9lber nadj ber SJorauSfcfung iß P = t , unb 
wenn uberbiß ^ uub er biejenigen jwei 3Bertfye bon r 
unb s finb, weldje ber ©leüßung ps — qr = i ©e# 
«uge leißen, fo wirb (naeß §♦ 4a.) allgemein 
r=? + mp unb s=ir + raq^ 

* fet>n, wo m jebe ganje gal toorßellt. <5>cjt man 
aber biefe $ßertl?e in ben Stuöbrub für Q, fo wirb 

Q=Q^ T: n (p!7 4-q^)4-Bq<r+mP» 

25a nun P = 1 , fo fann Q = o gemalt werben, 
wenn 

m = — ■ Cpf + nfper+qf) — Bqer 
genommen wirb. 

Snbeffen f ann, nad> ben gehörigen ©ubßitutionen 
unb SRebucttonen , ber 5Bertl) Q 3 — PR auf btefen 
gebraut werben: (n 3 — CB) (ps — rq) 3 : fo baß, 
ba ps — qr= 1 iffc, Q 3 — PR=?=n 3 — CB=A 
wirb. SÜBenn nun P=i unb Q=o gemalt wirb, 

SPl 3 f° 
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fo ifibemnacfj — R = A, unb dfo R = — A; 
tnil(;in ncrwanbelt ftd£> bic ©fcidftung 
Pt 2 + 2 Qtu 4- Ru 2 = i 
. t 2 - Au 2 = i ; . .... 

2>ä aber y, z, p, q, r unb s, md) ber SSorimöfefung, 
ganje^den ftnb, fo ijt leidet ju.fcfyen, baf aucf> t 
unb u ganje-^alcit (epn muffen. $enn, wenn ifyre 
5öertfye auö ben (üHcicfjungen y = pt 4- ru, unb z 

= qt+su entwickelt werben, fo fmbet fid) t = s Y~ XZ f 

u* u = Fi.??. ■ ; p5 " v 

ps-qr * r ? . 



Qlbcr ps - qr = i : folgltdj ijt 

t = sy - rz, unb u = pz - qy. 

SDJan |;gt alfo bic ©lek^ung 

11* i \ I 2 ’/\ 2 * 

t*- Au 2 = i, ... . 

in flinken palest attfjulbfcn, unb jeber ?ßkrtl) non t 
iuli ü wirb neue ;&Ücrtjjc für y unb z c^ebcn. 

tyta tf fc|c netnlidj . in ben allgemeinen Sfßertfyen 
f pii X unb s, ben für m gefunbenen 2luöbruf, fo ijt 
'' r ~ q ( 1 - Bpqo- + np ( p 7 + q?) ” 

s = rf (i -Bef)- Cpq ? + nqCpa 4- q?) 
ober weit. i: o t.~ 0 ■ a • ~ *« 

Cp 2 - 2 npq + Bq 2 = i. ? 

(Bq - pp) (q$> -per) Bq 4- np. 
s = (Cp-nq) (pj-q^) =CpK nq* 



'■> ^Mefe 5Bertf>e- non r unb s in ben SluöbruC non 
sy nnb z gefegt, -geben allgemein 

J<tA .y = pt - (Bq 4np) u •' K'»'v ■*» 

•» - b - qt 4* (Cp - nq) u. ’“V 

in..'s *) *• vT crt'T • r.i; ««}*•*' • 
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§♦ 73» 

(Sö fotttmt atfo alles? auf bie Sluftbfung ber ©lei# 
dornig t 2 — Au 2 = 1 an. 

1) 9 ßenn A Verneint iß, fo iß flar, baß biefe 
©leidjung in ganjen Säten nicf>t befielen tonne, 
wenn itidß u = o, unb t = i ifl, woraus? y=p 
unb z - q folgt. 3 öenn alfo A eine berneinte 
»$al ifl, fo iß bie ©leicfjung 

Cy 2 - 2 nyz + Bz 2 = i 
nur einer einjtgen 2tufl6fung in ganjen £alen 
fdl;ig. 

: . * if', 

©Ben biß gilt andfj für ben $atl, ba A eine 
Bejahte Quabratjal ifl, benn, wenn man A=a 2 
fot, fo iß 

(t + au) (t-au) = 1; 
folglich t + au = + i , unb t - au = + i ; 
mithin 2 au .= o ; folglidf) u = 0, unb alfo 
t = + j. 

» 

2) 3 ß «ber A eine ganje $at , bie tein Guabrat 
iß, fo iß bie ©leidjung t 2 — Au 2 = i , einer 
unenbtidfen 2lnjat bon 2luß6fungcti in ganjen 

- 3‘^ cn f^9/ (5* 37*) welche alle burd) bie 
oben gegebenen 3r° rmc f tt ( §. 71. 9 t a 2.) 

207 4 gefunben 

V 

*) ©ne anbre, iufferß einfache, 2Iußbfung eben biefeS 
SProbietnS ftnbet man in bem Slnfjange , unter ben 
Problemen auö ber unbeßimmten Slnalptlf unb jroar 
Problem 1 .; bie um fo mehr einige 2lufmerffamfelt 
ju tterbienen fdjeint , aiö ße auö ben wenfgßmbgli* 
d)tn ^rdmißen fjergefeitet worben iß. 

2fnm, b, Ueb, 
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gefunbcn werben Innern *) ^nbeflen ijt e$ 
genug, bic tleinften ^ißertlje t unb u ju wi|Jen, 
nnb nadjbcm man beöfyalb in ber iKct^e P', P", 
j V" ic, auf Dasjenige ©lieb gekommen, baS bet 
Sin»; eit gl eiet) tft, lajfett ftdj bittet) bie Formeln 
beS §. 25, bie correfponbitenben ©lieber bet 
beiden Siethen p', p", p w/ ic , unb q‘, q“, q 111 ic, 
finden, weites bie gefugten äßert^e Don t unb 
u fetjn werben. $terauS erhellet, baß eben 
■ ■ bic jRedjnung, woburdE) bie ©leidtung 
u 2 - Af = M 

aufgelöst wirb, audE) bei ber 2 lufl&fung Don 
r-t* r Au 2 = i. gebraust werben f&nne. 

5Öcmt A nid^t grbjfer als 100 tft , fo ftnb bie 
SEßertbe dou t unb u bereits alte in beseitigen 
belle berechnet, weldte am ©nbe beS 7. $apttelS beS 
©ufcnfiicn 28crfö angelj&tgt tft, unb wo bie $alen 
a- m unb n eben baS ftitb, was wir fyier A, t unb u 
genannt haben. 

' §♦ 74* 

©efejt nun, t' unb u' bezeichnen bte Ületnfieit 
5 Bertl;e Don t unb u in ber ©letdEjuttg t 2 - Au 2 =i ; 
©leidjwic aber biefe 5ßcrtl;e baju bienen fbnnen, neue 
9 Üßetll;e y unb z in bet ©leidjung , 

Cy 2 — 2 nyz + Bz 2 = 1 
gu ft üben, fo E6nucn fie aud; jut Jinbung neaer 3Ber* 
tl;c t unb u in bet ©leidjung 

t 2 — Au 2 — 1 

gebraucht werben, welche legtere nur ein befonbeter 
3 raU Don jener ift. SD^att fefe beSfyalb C = 1 , unb 
. n = o ; big gibt — B = A, unb M^auf neunte 
matt t unb u flatt y unb z, unb t' unb u' jlatt p unb 

q- 
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q. ©ubfHtuirt man biefe SEBcrtfye in beit allgcmci« 
ncn 2tu$bru<fen tton y unb z ( §. 72. ) , «nb fycigt 
über big bic bortigcn t unb u fyier T unb V, fo ftnbet 
, ficfe allgemein 

t = Tt' + AVu' 
u = Tu' + W 

unb T unb V werben auö ber @leicf)ung 
T 3 — AV 3 = i, 

bcgtmtnt, welche bcn vorgegebenen dtjntic^ ifh 

©cfeft alfo T fet) — t' , unb V = u', fo ijl 
t = (t) 3 + A(u') 3 
u=t / u , + u / t / . 

SSejcicfynct man uun biefe jwcitcn Sfficrtbc von t 
unb u mit t" unb u", fo iß 

t" — (t') 3 + A(u0 3 

u"= 2 t' U y * 

\ • * A 

25 iefc neuen 5Bertl?et y/ unb Umlagen fid> nun wie# 
ber ßatt ber erflen t' unb u' fc|en, fo bag 
t = Tt" + AVu" 
unb u=Tu"+Vt" 
wo auf$ neue T = t', V = u' gefeft werben fann, 
worauf 

t=t , t // 4-Au / u" / unb u=t / u // + u't" 
wirb* ©0 ftnben ftd> alfo neue Sßkrtfye f&r t 
unb u , welche fct;n werben : 

t'"= t' t" + Au' u"= t' ^(t') 3 + 3 A (u') s ) 

u"'= t 1 u" + u / t // =u / ^3 {t'y + A(u O 3 ^ 
u. f* w. 

M 5 V §. 75 » 
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§* 75* 

®ic torfycrgefyenbe9D , lctf?obe tetjrt $war bic SBm 
tf)e ton t ", t"‘ ic. n", u" 1 ic. nur nad) unb tt ad) fine 
ben; allein biefc Unterfudjung lägt ftd> leidet aüge* 
mein machen, ©rflenö ifl 

t = Tt' + AVu', u =* Tu'+Vt', 



ttorau$ 

t±urA=(t'±u'rA) (T+VrA) 
Ijergeleitet werben lann. 3 Benn atfoT=t / mtbV=u / 
gefejt wirb, fo ifl 

t" + uVA= ( t' + u ' Y' A )* 



9l«n fefe man jweitend biefe2Bertfye ton t" unb 
u" flatt jener ton t' unb u', fo wirb 

t+urA=(t'+u'rA) J (T±vrA) 

tfl nun fyiet wieberum T = t' unb V= u', unb i)ciffen 
bie fgeraud entflefyenben 5Bertl;e ton t unb u, nun t'" 
unb u'", fo ergibt fid) 

t'" + u'" V'A- (t'± u' V'hy 
Stuf eine äfynlidje 2lrt finbet fid) 

t lv ±u lv rA= (t'±u'rA ) 4 
unb fo weiter, 

1 * i 

5Benn nun , ber (£infad$eit wegen, T unb V bie 
erflen unb fleinflen 5Bcrtl;c ton t unb u fi'nb , bie 
wir oben t 1 , u' genannt haben , fo ifl allgemein 
t + u V'A-=* (T+ YV'K)™ 
wo m jebe ganje bejahte f e 9 n fonn, unb wegen 
bem hoppelten >3dd)en finbet fid) 

t — C T + v ^ A ) m + C T ~ v 

«nb u= CT+VrA) m -(T-V^A) m 

avA 

©bfdfott 



'i 
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Obfdjon «6er biefc 5luöbrucfe irrational (feinen, 
fo ifl beffenungead)tet leicht ju fel;en, baß fie rational 
werben, wenn man bie ^Jotenjen toon T + V Y' A 
wirfltcfy entwidfelt, weil, wie befannt, 

(T± Vr A ) m = T ' ro ± m T m - 1 V r A 

nwm-ix m/m-l-x /-m-ix 

+ ^ ' T“ 1 " 2 V 2 A + V- )\J jm-3 yi 



Ar'A + tc, 
iß; folglich wirb 

t=T m -f . . V ; 



AT m - 3 V 2 



in/m-ix /Tti-2\ l! ' ‘ < ' ' 

+ c K M J A 2 T m ' 4 V 4 + tc. 



unb u = m T“ _I V + 



v ) v- ) j m -3 yi 



^ "C-) ( -» ) r -3) (-4 ) A , T-i yi 4 - 

1.2.3 .‘4.5 

( > . 1 j v ' 

wo f&r m jebe ganje betagte Bai genommen werben 

’barf. ' Hujf ' 

1 . 

5 ßenn man nun naefy unb nad^ m = 1, 2, 3, 4 tc. 
fejt, fo erl;alt man jebcömal neue 5 öertl;e für t unb 
u, weldfjc immer grbffer unb grbfier werben. 

, • • . ■* :• WH» '> ( 

9 lun iffc noef) übrig ju beweifen , baß man auf 
biefe 3lrt alle mögliche ^ßertljc Don t unb u erhalte, 
wenn anberö T unb V bie lleinflen fmb. .Deöfyalb 
muß gejeigt werben, baß jwifcfyen ben 5 Bertf>en tunb 
u, bie einer beliebigen Bat m correfponbircn, unb ben# 
jenigen , bie ber fotgenben Bai m + i correfponbir# 
ten, unmöglich nodj anbre 5Öertl;c gefunben werben 

fbnnen, 



Digitized by Google 




i£8 VII. ?lttgem. SRetfjobe, Die ©leicfwttg 

Bbmten, bie bet Gleitung t 2 — Au 2 — i (Genüge 
leißen. •/ • t * 

• iir <■: * • ■ : 

58 it wollen, j. 95 . bte ©ertfje t 1,1 unb u 111 , bie 
«ud m = 3 etitfyringen, unb fobntm bie 9BertI;e t iv 
unb u iv , bei wetten m = 4 iß, nehmen, unb fefen, 
e6 fet) m&glicf) , baß gwifdjen biefe nod) anbete 5 Bet< 
tf)e d unb v fallen, welche ebenfalls bet Gleitung 
t a — Au 2 — 1 Genüge leißen, 

SEBcit (t m ) z — A (u IlI ) 3 = 1, (t lv ) 2 — A (u ,v ) a 
= 1, unb d 2 — Av s = i, fo wirb aud? d 2 — (t lu ) 2 
= A (v 2 — (u UI ) 2 ) , unb (t lv ) 2 — d 2 , 

= A(<y v ) 2 ~ v y 

wotau$ erhellet, baß, wenn d > t l ”, unb < t lv , 
aud^t» > u 111 unb < u iv .fepe. Ueberbiß l;at man audj 
no4 folgenbe 5öertl;e bon t unb u ; nemlüf) 

- C ’ t = dt lv — A.u iv 

(, , t < ♦ - • 1 

unb u == d u ,v — t/t IV , welche eben bet Gleichung 
t 2 — Au 2 = 1 Genüge leißen ; benn, wenn man ße 
in biefelbe fegt , fo erl;Ält man 

(dt lv — A,u tv ) 2 — A(ut lv — du lv ) 2 
= Cd 2 — A, 2 ) ((t IV ) 2 — A (u tv ) 2 )= 1 1 

unb mithin eine ibcntifcfye Gleitung, weil d 2 -Au 2 =i, 
unb (t iv ) 2 - A (u iv ) 2 =i. 9 tber aub ben beiben l ej* 
teren Gleichungen folgt 

d- v Y'A- * 

d+urA 

»ob t* v - u IV Y'A = 1 - - ; ©ejt man , 

t lv +u lv rA 

nun 
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nun in u = d u iv - ut lv flatt d feen ?EBertf) 

vTTA + 1 / ’ 

d- y rA 

unfe ftatt t IV , u iv Y' A+ l , 

t lv +u lv rA 

fo finfeet ficf) u = * 

d + vY'A t lv +u lv rA 

>. (Sfeen fo fann and) feie ©rfeffe t 111 u IV — u 111 t lv 
wegen (t 1H ) a - A (u m ) 2 = 1 atfo öorgeftettt wer feen: 
u iv _ u m 
t m + u iii^A t lv +u lv V°A 

2U>er eö ift leidet ju fefyen, baß feer öorfyergefycnbe 
Sluöbruf für u Heiner ifi, alö tiefer lejtere, weit » 
d > t 111 / unfe v > u ül : folglidj ift feer 5Bertf) toon 
u Heiner, al$ feie @rfeffe t lu u iv — u 111 t iv . 0lun 
«feer ifl feie lejtere V gleid; , benn 

t m = (T+VrA) 3 + (T-VrA) ? 

2 

t iv = (T+VrA) 4 + (T-Vr A) 4 
„in (T+VrA) 3 - (T — W\A) 3 

i U 2V A 

iv . (T+V Vhy — (T — VrA)* 

U ■ - - -- -- — - -- - 

IVA 

mithin t UI u lv — t ,v u nl = 

(T-VvA) 3 (T+VvA) 4 - (T-V vA) 4 (T+VvA) 3 < 

2VA 

Slfeer 
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’Jlfect . .i J" . , 

(T— VrA ) 3 (T+V rA) 3 = (T 2 — AV 2 ) 3 = i, 
weil T 2 — AV 2 = i ift, (ex hypoth.) folglich ijt 
(X— VrA ) 3 (T + V rA) 4 = T+V V'A, unb 
(X— vrA ) 4 (T+vrA) 3 = t— vrA, 

f 0 (ä«4 t ul u IV — t iv ,i'"= 2VVA =v. 

2VA 

(£ö ntufj alfb u Heiner atd V fepn, weldjtd gegen 
bte iBoraudfefung ijl, weil angenommen worben, bag 
V ber fleinfte 5öertf) bon u fet). $olglicf) f atIen 
jwifcfjen t iu ,t iv unb u 1Il ,u IV feine atibre SÜßertfye bon 
t unb u. Sa aber eben biefeülrt ju fc^Ueffcn auf alle 
■' 5Bertl;e bon t unb u, bte auö obigen jotmeltt l;erge* 
leitet werben, angewanbt werben f amt, wenn man m 
irgenb einer ganjen gal gl«dj fejt, fo folgt atfo fyiers 
< au$, bag jene ^ovnteln alle m&glicfje Slöertfje bon t 
ttnb u in fid) begreifen, 

Gtnblicl) ift noef) ju bemerken , baß bie ^Bcrtlje 
bon t unb u fowot bejafjt alö berneint angenommen 
werben fötmen, weldjeö aub eben ber @lctd£jung 
t 2 - Au 2 = i erteilet, 

SSJtetljobe, alle m6gticf)e Sluflbfungen ber unbeflimm# 
ten ©teid^ungen bom jweiten ®rabe mit jwet 
unbekannten ©rbfien, iit ganjen 3»le» j» ftnbett. 

§♦ 76 , ( 

Sie 50let^oben, welche wir borgetragen f;aben, 
ftnb jwar jur bollfiinbigen 2tuft6|ung aller 0letd()un* 
gen bon bereut Ay 2 + B^x 2 f)inl&nglicf): 9lber cd 
lann gcfcfyefyen, bag Öleicfyungen beö jweiten ©rabd 

bon 

V 
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ton einer jufammengefejteren ^orm gegeben flnb. 
3ßir wellen bemnadE) hier jeigen , wie aud) biefe auf* 
gelbst werben b&nnen. 

fep bte Öleicfyung gegeben, 
ar 3 +brs+cs 3 +dr+£S+f=o 

wo a, b, c, d, e, f gegebene gange guten, unb runbs 
jwei unbefannte ©röffen finb, welche ebenfalls ganje 
guten fe^n füllen. 

Qjorberfamfi erfjilt man feermittelfl bet gewöhn# 
licken 2tufl6fung 

2 ar+bs-f d=v ^(bs4d) 3 -4a(cs 3 +es+d)^ 

wo, wie man fielet, bie ©cfywierigfeit barinn befles 
tjet, baß 

(bs + d) 2 — 4 a(cs 3 +es+d) 
ein ^uabrat werbe* 

(Sö fep alfo, ber $ürje wegen, 

b 3 - 4 ac = A, 
bd- 2 ec = g, 
d 3 - 4 af = h, 

fo muß As 3 + 2 gs 4- h ein .Quabrat fer>n, ©efejt 
baffclbc fei? = y 3 , fo ifl bemnacf> 

As 3 + 2 gs+h = y 3 ... 
unb As + g = v (Ay 3 + g 3 - Ah) 

6$ ifl atfo nur ber StuöbruC Ay 3 4 g 3 - Ah , ober 
wenn g 3 - Ah = B gefegt wirb, ; 

Ay 3 4 B 

in ein Q.uabrat gu tetwanbeln, welches bermittetfl 
ber oben abgefyanbetten SOtettyoben gefcf;ef)en fann, 

9S5em i 
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5Bcmt baf?er Ay 2 + B = x } gefegt wirb, fo i(t 
As + g = + x, ferner ift 2 ar -f bs *f d = + y ; 
9iaif)bem alfo bie ^Berthe bon x uub y gefunben 
worben , fo erfyHt man r unb s auö folgcnben jwei 
(Gleichungen 




r = ±y~ d ~ bs . 



2a 

’©a aber r unb s ganje galen fetjn follen, fo tjl 
llar: 

1 ) baß x unb y ebenfalls ganje c 3alen fepn muf< 
fen, 

2 ) baß ± x — g burdj A unb ± y — d — bs 
burdj a a theilbar fepn muß. 

91acl)bcm alfo alle mögliche ^Berthe bon x unb y 
in ganjen $alen gefunben worben, muffen unter bett* 
felben biejenigen auSgelefen werben, welche r unb s 
ju ganjen $alen ma^en können. 

3(1 A berneint, ober eine bejahte üuabratjal, 
fo haben wir gejeigt, baß bie Slnjal ber 9luß6s 
jungen in ganjen ^alen immer bejlimmt fep : fo baß 
man alfo in biefen beiben Jdllen nach unb nach alle 
gefunbene Berthe für x unb y ju probiren hat, unb 
wenn feiner unter benfelben gefunben wirb, ber für r 
nnb s ganje ^alen gibt, fo fann fi'cf>er hieraus ge* 
fchloffett werben, baß bie borgegebene (Gleichung nicht 
in ganjett »Jalen aufgelbßt werben fönne. 

®S entfielet alfo nur bann eine ©cf)wierigfeit, 
wenn A eine bejahte >$al borßellt, bie fein üuabrat 

iff/ 
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iß, in welkem $alle wir gezeigt haben , baß bie 2ltt* 
jat bet möglichen Sluflbfungen unenblicf> fepn fbnne: 
unb ba man alfo eine unenbticfye SDtenge von SBer* 
t^en ja probiren hätte, fo lagt ftd) auf biefem 5Beg 
niemalß richtig beßintmeu, ob bie vorgegebene ©leis 
d;ung aufgcl&ßt werben fönne, ober nicht ; auSges 
nommen wenn man eine fixere Siegel bitte , weldje 
biefeS ^3robiren jwifcfyen gewiffe ©ringen einfrfjrinf* 
tc, wovon wir jejt l;anbcln werben. 



§. 77* 

5 Beil (nach §.65.), x=ny-Bz, unb(§.72.)y 
= pt - (Bq - np) u, unb z = qt -f (Cp-nq)u, 
fo iß flar, baß bie allgemeinen SluSbrücfe von r unb s 
biefe $orm l;abett : 

r __ ut + ßu + y ac t+ß' u + y' 

r — f s» — f 

$ $ 

wo u, ß, y, 8 , ec 1 , ßf, y 1 , J 7 befannte ganje £alen, 
unb t unb u burdj bie Formeln §. 75 , in welchen 
bet ©rponent m jebe bejahte ganje ^at vorßellt, eben« 
falls gegeben finb. SDie Jrage liuft alfo bafyinauS, 
für m benjenigen SßJerth ju ftnben, bei welchem r 
unb s ganje £alen werben, 

§. 78. 

^Sorberfamfl bemerke ich, &<*ß immer mbglidj 
fep, einen SEBerth u §u fxnben, bet burefy irgenb eine ge* 
gebene £at A tl;eilbar fep; benn, wenn manu=A« 
fejt, fo verwanbelt (ich bie ©leid^ung t 9 - Au 3 = 1 tn 
t 2 - Ä A 3 « 3 = 1, welche immer in ganjen £alen auf* 
IbSbar iß. Stimmt man nun A A 3 fiatt A, unb 
ßellt übrigens bie obige SKe^nung an, fo ftnbet» (ich 
IILCheiU St bie 
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bie f leinjlen ^Berthe t unb a : Sa aber biefe 3 Bers 

tl)e aud) ber ©leichung t 3 — Air= i ©euüge lei# 
ften , fo finb fie notl)»enbig in ben Formeln §. 75. 
enthalten, gfolglid) muß eö einen $öcrth ben in 
geben, ber ben 9luöbrut u burd) A teilbar inad£)e. 

SieferSfBcrtf) bon m beiffe p; unb nun 'behaupte 
id), bag, wenn in ben allgemeinen ötubbrnefen für 
t unb u in angeführtem Orte m = 2 ^ gefejt wirb, 
ber $Bertf) u burd) A teilbar fei), unb baß ferner 
t bttrd) ebenbiß A getI)eUt, 1 jum Uebevrefl geben 
»erbe. 

Senn »emt T 7 unb V 7 biejentgen ^Berthe bon t 
mtb u bebeuten, »o m = unb Ti 1 unb V 77 bie« 
jenigeit, »0 m = 2 ; fo ifb C S* 75* ) 

T 7 ± V'vA= (T+VvA/ nnb 

T // ±V // vA= (T±;Vv A) 2fX , folglich 

(T 7 ±V 7 vA) 2 =: T 77 ±V 77 vA; 

b. i. wenn man beiberfeitd bic rationale ^beife mit 
ben rationalen, unb bie irrationale mit ben irratio# 
nalen r>evgleid)t 

T"= (T 7 ) 3 + A (VO 4 , unb V"=2T'V', 
folgt id) »eil V 7 burd) A tl)rilbar tfl, muff auch V 7# 
burd) eben biefe <S 5 r 6 ffc tbeilbat fep , unb T 77 wirb 
ebenbenfclben Ueberrefl geben, »ie (TO 4 * Sftun ifl 

(T 0 4 -A(V 0 4 =i, 

(nach ber SSoraudfefung); folgtid) muß (T 7 ) 3 - 1 
burch Atl)eilbar fcpn, unb auch burd) A 3 , »etl(V 1 )* 
burd; biefa ©rbffe theilbar ifl, folglich «irb (T 7 )V 
unb mithin auch T 77 burch A getheilt, 1 übrig laffett* 

. * ferner 
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ferner jage i cf), baß, trenn bie 5f*crtf)e bon t unb 
u, welche trgenb einem Deponenten m correfponbi* 
ren, burd) A geteilt werben, cbenbicfelbc Ueberres 
flc fyeraueEommcn, alö bei bcncn?Ö?ertl;en boti t unb 
u> welche bem Exponenten m+ 2 ^ corrcfponbiren. 
2>enn, wenn biefe lejtern d unb v Reifen, fo ifl 

t + u vA= (T+V vA) m , unb 

d±uvA= (T±VvA) m+ ^ folglich 

(d±rvA) = (t±uvA)(T+VvA) a < w 
Slbcr oben war 

T"iV"vA = (T±VvA) 2 ^ 
ftolglidf) ifl 

d+uvA = (t+u vA) (T // +V // vA) 

worauf enblidj, wenn bic rationalen Steile mit ben 
rationalen, unb bie irrationale mit mit ben irratto* 
nalen bergigen werben, folgt: 

d = tT" + A u V" unb v = t V" + u T", 



2lber V w ifl burdj A teilbar, unb V gibt jum 
Ueberrefl i ; alfo wirb d jum Ueberrefl t, unb u 
jum Ueberrefl u fyaben. 

^olglidj werben überhaupt bie Ueberrcfle ber 
ber ^Bertl)e bon t unb u , welche ben Exponenten 
m+ 2 ^, m + 4 ^, m + 6/* tc. correfponbirep, 
ebenbtefelben fcpn, alö biejenige bon ben ^ßertl;en, 
welche bem Exponenten in correfponbiren, wo m 
jebe ganje 3«l fepn fann, 

<£ierau$ folgt alfo, baß um bie Uebcrrefte ja 
bekommen, bie aud ber ©ibifton ber ©lieber tf, t u , 

St 2 t"' 



Digitized by Google 




196 VII. Ä. Zögern. SDJetfjoDe, Die ©letdjung 

t/" ic. unb u', u ", n"‘ :c. (welche au« m = i , 2, 
3 ic. entfpringcn) burd) bic $al A, entfiel;«!, man 

biefe Ueberrcfle nur Md auf bic ©lieber t 2fX unb u 2(U 
inclufiöc beregnen b&rfe ; weil nad) biefen ©liebem 
ebenbiefelben lleberrejle in ebenberfclben Orbnung 
in« U11 entließe »ieberfcfyren. 

5Baö aber bie ©lieber t 2 ^ unb u 2/x anbetrift, fo 

»erben biß ebenbiejenigen fepn, fcon benen baö eine 

bollfommen burd) A teilbar ifl, unb baö anbre t 2/x 
bic ®inl;eit jum Ueberrefl l;aben wirb* 2 llfo muffen 
bic Sibiftonen fo »cit fortgefcjt »erben, bi« man auf 
bie Ucbcrrefte 1 unb o fommt , unb bann Sann man 
bcrfid>crt fet;n, baß bic folgettben ©lieber immer eben# 
biefelbe Ucbcrreflc, alö bie bereit« gefunbenen geben 
werben. 

•Der ©rponent 2 ^ lann aud» ä priori gefunben 
»erben. SDuui ntad;e natnlid; bie §. 71. 91 ° 2 an# 
gejeigte 3 f\ed;nung, erfltid> für bie »Jat A, unb bann 
für bie $al AA 3 , unb wenn ts bie >{at beöjcnigen 
©lieb« ber 3 leil;e p', p", p' u tc. ifl, weld>cd im erflen 
g-alle= 1 ifl, unb bie $al beöjenigen ©lieb« eben# 
berfclbcn fReil;e , »eld;cö im jweiten Jall ebenfalls 
= 1 ifl, fo fudje man l;ierauf bie fleinfle, fowol burd; 
r al« £ teilbare $al, welche burd) 7 r biüibirt, ben 
gefud;ten SfBcrtf) p geben »irb. 

• ?ß$cnn alfo 5. 55 . A = 6 , unb A = 3 ifl, fo 
ftnbet fic^ in ber Tabelle §. 41. für Y' 6, p°= 1, 
p'= — 2, p“= 1 , alfo ts — 2. Jgernad; ifl in 
ebenberfelben Tabelle für 9 54, p 0 =i, 

, ' .. . P W 



Digitized by Google 




i Ay 3 + B = x 2 in ganjcn aufjulöfen. 197 

p’= — 5 ' P 1 — 9' p ,n =— 2 / P ,v = 9 /P v = — 5' 
p = 1, alfo g> = 6. 2lber bie fleinße, fbtx>o( 
fcut^ 2, als burcf) 6 teilbare $al iß 6, welche burd) 
2 btoibtrt, 3 jum Quotienten gibt, fo baß l;icr yu— 3, 

2p = 6 iß. 1 •' 

i> 

Um alfo in biefetn Jatl alle Uebetreße ber ©u 
fcifion ber ©lieber t', t ;/ , t w/ :c. unb u', u", u /w ic. 
butef) bic SJal 3 8« befontmen, fud)e man nur bie 
Uebcrreßc ber 6 crßen ©lieber einer einzigen 0?eil;e, 
weit bie folgenben ©lieber immer ebenbiefclbe lieber; 
teße geben werben: nemlidE) bie ßebenben ©lieber wer? 
ben ebenbicfelbe Ueberrcßc geben , wie bie er ßen, bie 

achten, wie bie jweiten, unb fo weiter inö Uncnblicfyc. 

«• 

Eö fann juwcilcn gefeiten, baß bie ©lieber 

unb u M ebcnbiefelben ©igenfdyaften l;aben, wie bie 

©lieber t 2fX unbu 2/ *; baß nemlicf) burdf) A 

teilbar iß, unb t M jumUcberreß 1 fjabeti wirb. S« 

biefen fallen Mßt ßd) tiicfjt bis auf jene ©lieber fort# 

gel;en, weil bieUeberrcße ber folgenben ©lieber t I+ ^ 

t f4+ 2 ic. unb u^ +I , n* + 2 u.f.w. ebenbiefelben 
fcpn werben , als bie Uebevreße ber ©lieber tf, t". 
tf H ic. unb u', n", u'" ic. 

Ueberl;aupt bejeidme M ben fleinßen SSSertl; beS 
Exponenten m, welcher t — 1 , unb u burc§ A 
teilbar ntad;e. 
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§• 79- 

©efejt nun, matt fyabe irgenb einen 2 tucbru£, bet 
auö t, u unb gegebenen ganjen ^alen befielt , fo, baß 
bcrfclbe immer ganje ^alen fcorßelle, unb man fud)e 
biejenigen SÖ 5 cvtl;e , welche man bem ©rponenten m 
geben muß, bamit btefer 9lu6bruf burd) irgenb eine 
gegebene gal A ofync SRcß gctl;ettt werben fbnne, fo 
muß man nadj unb uad) m = 1 , 2 , 3 ic. biö M 
ntad>en; unb wenn feine btefer iBorauöfefungen ben 
gegebenen Stuöbruf burrfj A heilbar madjt , fo läßt 
fid) fufyer fdjliejfen, baß bcrfelbe niemalb burefy biefe 
Öröffe geteilt werben E 6 mte, w»b für 9 ß$ertl;e man 
aud; m beilegt. 

Jiubct ftd) aber auf biefe 2 lrt jeiner ober mehrere 
Sffiertfye für m, wcld^e bic gegebene Jorrncl bttref) A 
teilbar machen, fo werben, wenn N einer btefer ^Ser# 
tlje iß, - alle anbre, bic eben biefed bewirfen , folgenbe 
fetjn*. N, N + M, N + 2 M, N + 3 M Je. «nb 
überhaupt N + aM, wo A jebe ganje gal borßellt. 

^ngl eifern, wenn ein anbrer auö t, u unb bef amt< 
ten galen beßefyenber Sluöbruf gegeben wäre, welcher 
juglcid) burd) irgenb eine anbre gal A' teilbar fet)tt 
follte: fo mußte man auf ebenbiefelbe 2 lrt bie fyiefyers 
geistigen 5ßcrtl)c M unb N fudf>en, bie wir l;tcr mit 
3VI' unb N' bejeid£)nen wollen, unb bann werben alle 
Sß$ertl;e bcö ©rponenten m, bic ber 'iBcbingung &v 
nuge leißen , in ber $yormci N' + a' M' entgälten 
fetjn, wo a' irgenb eine ganje gal »orßcllt. SÖlit? 
l;in muffen biejenigen s Ä>crtl;c gcfudjt werben, bic bett 
ganjen galen A unb a' bcigelcgt werben muffen, 
bamit N + aM= N' + a'M' werbe, wo atfo 
H ' — N = aM — a'M' fetjn muß, welche ©leis 
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djung nacfy t>ev 9 #etf)obe beb §,42. aufgelegt werbe» 
fann. - 

$Bab wir f)ier gefügt fyaben , fantt tum jejt fein* 
leidet auf ben fjall beb §, 77. augewaubt werbe», wo 
bie borgegebenen 2tubbruc£e bic ©cftalt 

cc t+/3u + y, ot t + ß' u + y ‘ 

I;aben , unb bie 2Hbiforeb «J'unb ¥ finb. 

9l»r muff man ftdj erinnern, baß «tan, um affe 
mbglidfje $dlfe ju bekommen, bte $afeu t »nb u fo# 
woi bejal;t atb berneint nehmen muffe. 

9 t n nt e,b t un gv 

■ ( ■ §.,.80. 

$Bcmt bic in ganjen >$afcn aufjul&fenbe formet 
biefc wäre: 

ar 2 + 2 brs + cs 2 = f, 

(o fann bie ‘SB'letfyobe beb §. 65. unmittefbar hierauf 
angewanbt werben ; beim 

1) fff ffar, baß r unb s feinen gemeinfcfjafilicfyett 
£l;eiter fyaben f bnnen , wenn nicfyt f ebenfalfb 
burcf) bab £luabrat biefeb &f)eifetb teilbar ifl, 
fo baß ftdf) atfo bie 5 c ' r,ne ^ immer auf ben $alf 
jttrtjf führen W0t,‘ ba r unb s feinen gemein* 
fd>aftticf)cn Xfjeiler mef;r fyaben. 

2) ©iefyet man au cf), baff s unb f feinen gemein« 
fdjaftltdjen &I;eifer ()aben f&nnett , wenn nicfyt 
berfelbe jugfeiefy audj eb bon a iff, (wo r unb s 
naef) 9 t° 1 feinen gemrinfd)aftHd)en Steifer f;a« 
ben), ©p fafft fid) affo bie grvage aud; auf ben 

m 4 Sa« 
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$all jttrul füllen, baß s unb f unter f id) ^>rim* 
jalen fepn muffen. ( ©. §. 64. ) 

®a nun atfo s, f unb r feinen gemeinfd^aftlidjen 
feiler l)aben, fo fann r = ns — fz gcfejt werben, 
unb bamit bie ©leidjung in ganjen >?alen aufgel&ßt 
»erben f&nnc, muß für n ein bejahter ober öerneim 

f 

ter 5öertf> gefejt »erben, ber nidfff > 1, unb fo ift, 

2 

baß an 3 + 2 bn -f c burdj f heilbar »erbe Sßjenn 
biefer ?Lßcrtl; ffatt n gefejt wirb , fo »irb bie ganje 
©leid;ung buvd) f teilbar, unb bemnadj auf ben^all 
beö §. 66. ic. jurufgeful;rt» 

©ben biefe SJletfyobe läßt f»df> aud) anwenben, um 
bie ©leidjung 

ar m + br m s + er™" 1 s 3 ic. + K s m = b, 
wo a, b, c ic. gegebene ganje >$alen, unb runb s j»ei 
'unbeffimtc (tröffen finb, weiche ebenfallö ganje ^teu 
t>orßellcti,in eine anbre äljntidje ©leidjung juüerwam 
beln, in welcher aber baö bekannte ©lieb bie ©»beit 
iff ; unb bann läßt ftd> bie allgemeine SJlctljobe 2. 
anwenben. SERan fcl;c bie 9 lnmer{ung §. 30. 

$8 e i f p i e l. 

§. 8i. 

. «1 l 

SDtan foll biefe ©roffe 

Y' (30 + 62 s — 7 s 3 ) 

rational madjen , inbem für s nur ganje ^alen ge* 
nomtnen werben. 

©6 iff alfo biefe ©leidjmtg 

•30 + 62 s — 7s 3 =iy 3 

auf« 
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aiifjul&fctt , welche , wenn tnan ge mit 7 mulftyli* 
eilt, aud) atfo norgegcllt werben fann 

7* 30 + (30 2 — (7 s — 3*) 2 = 7 y 2 ' 
ober wenn 7 s - 3 1 = x gefcjt wirb, x 2 = 1 1 7 1 - 7 
ober x 2 + 7 y 2 = 1171. 

• 1 j ■ y. . . . 

Siefe ©tetdjung ift in bem 3rall bcö §. 64., fo, 
bag A = - 7 , unb B = 1 1 7 1, worauö erhellet, bag 
y unb B unter gd; ^rirnjaten fetju muffen, weit biefe 
lejtcre $al feinen quabratifdjen Jaftor entölt« 

1 

2!ftan mad)e atfo, nadj ber SO^ct^obe §. 6 $. f 
x = ny -1171z; bamit nun biefe ©ieicfiung aufge« 
Ibgt werben fann, mug für n eine fotd;e ganje bejahte 

n 

ober verneinte ^al gefugt »erben , bie nid>t > _z 

% 

b.u tiid£)t > 580 f unb jugteid) fo ift, baß n ~ A, 
ober n 2 + 7 burd) B, ober 1171 getf?ciit werben fann. 

£>iefe »Jat ift nun n = + 321, big gibt 
n 2 + 7 = 11-71* 88* 

(Scjt man nun ben ‘JBertfy non x = + 321 y- 1171 z 
in bie obige @t eidjung, fo wirb fte burdj 1171 tfyei U 
bar, unb nerwanbett gdj in 

88 y s ± 642 yz -f 1171z— i* '' 

Um nun biefe ©leidEjung aufjut&fen, fann man 
bie §. 70. norgetragene jweite 9ftetf;obe gebrauten, 
wetdje in betrat einfacher unb bequemer, aB bie 
erge ig. £)a aber ber Soefftcient non y 2 tteiner ig, 
dB bet non z 2 , fo ig f>iet D = ii 7 t y D = 88 unb 
= ± 321. v " 

$Bemt man nnn, berßurje wegen, ben SSudf?« 
gaben y gatt d, unb f gatt z fcjt, fo Wgtg4 * 

9t 5 »«4 



Jk 
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nadj obigem, folgenbe 3ftedjnung matten, wobei ctß# 
lid^ n = + 321 angenommen wirb. 



m=ÜL = 


4 / 


n 1 = 


321 - 4. 88 -- 


31 


88 




* • 


1 




m l = I_^ = - 
11 


3 / 


n u = ■ 


- 31 + 3.11 = 


2 


m ir = 2 = 


2, 


n ni = 


2-2. 1 = 


0 


1 




.1 




* 


D u = 3 i s+ 7 0 


ii/ 


y = 


4 y 1 +y u 




88 


** 








j)in _4 + 7 - 
11 


i/ 


y l =- 


3y I, + y m 




D IV = ^ s 


7 / 


. y 1 - 


2y m + y lv 

* 1 • 





' i D m D ,v 

£>a n IU = o , unb mithin < *, — unb — f fo 

% 2r 

bricht man l)icr ab , unb madjt 

D ui =M=x; D lv == L = 7, n Hr = o=N, 

ynb y ul = £, y iv = weil D UI < D 1V * 

^nbeflen bemerfe tef), baß, ba. A= - 7, unb folg« 
lief) verneint iß, M = 1 fetjn muffe, wenn bic ©lei« 
efymtg fott aufgelbßt werben fbnnen. ®iß iß attef) 
wirblig gefunbeu worben ; man Um atfo fyierauö 
(fließen, baß bie Sfußbfung berfelben möglich fet). 
@6 fet) bafer £ = y Ul = o , ¥ = y IV = ± i/ ß> W 
auö ben obigen Jornteln y u = + 1 > y - dh 3 = z / 
y = + 12 ± 1 = + 11/ w bie geifyn + unb — 

nac$ 

^ V* 1 * 
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nacf) belieben genommen werben fbnnen. Sllfo ifi 
x = 321 y-ii7iz = q: 18, , • , 
nnb fertgtidb k = x 3 1 = 3 * + 18 = 13 

7 7 7 

ober = = 7. ®a aber s eine ganje ^at fetjn 

feil, fo fann nur biefer lejtere 5 öcvtl; s — 7 genom* 
men werben. 

(£ö iß ju bemerken, baß ber anbere $Bertb s, 
nemlidj -f , obgleich betfelbe ein 93 rud) iß, bennodj 
Y' (30 + 62 s — 7 s 2 ) ju einer ganjen 3*1 mad^e, 
nnb jwar iß biefclbe ebenfalls = 11, wie biejenige, 
bic auö s = 7 entfielt, fo baß alfo biefe beiben ®er# 
tl;e non s bic 5 Burjeln ber <S(eidE)ung 30 + 6a S 
— 7s 2 = 121 finb. 

Oben haben wir n = 321 angenommen, man 
fonnte aber auch n = - 321 fefen: inbeffen ift leidet 
311 fekn, baß bic einzige 53 erdnberung, bie begfyalb in 
ben norbergebenben Formeln tvorgienge, biefe wäre baß 
bie^Bertbem, m', m" :c. n' t n", n ‘"ic. U;re Reichen 
anbern würben , wobureb auch fowol y‘ al6 y ners 
fdbicbene Reichen bcfÄmen , weld^eS aber feine neue 
^Berthe geben fann, weil biefe ?Ö 5 ertt?e bcrcitö bae 
fceppette Reichen + l;aben. 

©ben biß gilt au<f) non anbern ^eitlen, fo baß e$ 
alfo unnbtf;ig iß, ben SGBcrtb n fowot bejaht afö 
aud? verneint ju nehmen. 

25 er 5 Bertb s = 7 wirb au$ n = ± 321 
leitet. (5ö ließen fid) nodt> anbre ^Berthe non s ßtw 
ben, wenn mehrere non n gefunben werben f bnnten, 

bie 
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Die He rrforberlidjcn ©igcnfdjaften fyaben. aber 
B = 1171 eine ^rintjal tfl , fo gi6t cö feine anbre 
^Bert^e für n, wie wir antevöwo gegeigt fyaben(2>enf* 
würbigf. ber 53 erl. SlEab. t>om 3 >. 1767, ©. 164), 
wora'ttö fid) affo fdjlieffen ügt , bag bie $at 7 He 

eittjige tfl., bte bte SJebingnng erfüllt. 

1 ••• ; V ' •• . •••'•* ' 

^jnbejfen gefiele tcf), bag baö t>orl;crgel;cnbc 
Problem Hel leidster burefj blofeö^robiren aufgelbgt 
»erben fbmtc. Senn, nadjbcm man auf x 2 = 1 1 7 1 
- 7 y 2 gefomnten, barf man nur flatt y alle ganje 
»Jäten, fefen , bevett Quabrate burcf) 7 multiplicirt 
11 71, baö Ijeigt, alle ^ölett bte 

ober <13 finb. 

•• 1 ~r >• v. * ■ - 

(Jbeu biefcö gilt audj ton allen anbem ©leidjun« 
gen, tn benen A verneint ift. ®enn, nadjbem man 
auf bic©!Hd)nng x*= B + Ay 2 gekommen, ober 
( wegen A = - a) auf x 2 = B - a y 2 , fo erhellet, bag 
wenn cö für y einige '©crtfje gibt, bie biefer 93 ebin* 
gmtg ©einige leifiett, biefctbc nur unter benen »Jalen 

fepn f Ünnat , bie ■< V" _ finb. 9 luö Hefer Urfadfje 

...* '..i a 

tyabe id) nur beöwegett befonbere SDietfyoben für ben 
ba A üerneint ifb, gegeben, weil biefe 3 ttetl;obcn 
ben geitaueflen ^ufamtncnl;ang mit benjenigen fyaben, 
bie baö bejahte A betreffen , nub weil biefelbcn mit 
ben anbem fö nal>e berwanbt finb, bag fte it?ncn einen 
gr&ffew • ©ratr&on (SHbenJ geben, unb aud? bon 
jenen befommen. 

\ • » * - * • y ; „ . * • 



2.93eifoiet. 
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2i 55 e i f p i ei. 

§. 85 . 

5 Bir wollen nun nodj einige 55 eifpielc für beit 
$all geben, ba A bejaht ifl, unb bal;cr an nehmen, 
man foll alle ganzen Baten fimben, bie fo finb, baß 

^(i 3 y 2 + i°0 

rational werbe. 

Jgier ifl alfo (§. 64.) A= 13, B = 101 , unb 
bafycr bie in ganjen Baien aufjul&fenbe ©leidjung 

j» +~* 

x 2 - 13 y~= 101, 

in welcher, weil toi bttrdj feine üuabratjal teilbar 
ifl, y unb 101 feinen gemeinfdjaftlidjc» £l;eilcr 
Ijaben f&nnen. 

u. 

SDian madje alfo (§.65.3 x= ny-101 z,fo muß 
n 2 - 13 bnrdj 101 tljcilbar fjepn, wo n eine Bai be< 
beutet, bie nidjt > of>c*r als 51 ifl. ®iefe Bai 
ifl nun n = 35, mitljin nfe= 1225, unb n 2 — 13 
= i2i2~ioi. ia. ©ejttnan nun ben 5Bertp 
toon x , netnlidj ±35 y-ioiz in obige ©leidjuttg, fo 
laßt fte fiel; burd> 101 teilen, unb berwanbelt fief) in 

iay 2 + aoyz 4 -ioi 2 2 = i* 

Um biefe ©teidjung aufjtil&fcn, bebtenen wir und 
audj bißmal ber SJletljobe §. 70, unb fefen 

D'= 12, D = ioiT, n = ± 35, 

jlatt be$ 53 udj (laben, d aber rgollen wir l?icr y beibe? 
galten, unb nur a in y‘ rerwanbeln, wie im Porter* 
geljenben 55 eifpiet. ©6 fep 1) n = ± 35, fo läßt 
f Id) folgenbe $ 5 erecf)nung anflellen; 

m =» 
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$a n w =o, unb folglich < ÜL, unb aud)< „f 

a a 

fo bted)en reit fyier ab, unb ermatten folgenbe 9 $ew 
wanblung : 

D'"(y")V an"y /, y /,, + D"(y'") s «=;i' 

obet ' 

i3(y") s -(y "0 3 = v 

• * 7 1 1 *. 

welche auf bic ^orm 

Cy /7 0 2 — X 3 Cy / 0 a = - 1 

gebraut, fo iß, baß bie •SQ'ietfyobe beö 5.71. 9 t° 2. 
barauf angewanbt werben fann, unb baA =13, unb 
mithin < 100, fo fann l?ier bic Stabelle beö $. 41, 
gebraucht werben, 

Sftan muß atfofefyen, ob in ber oberen SRetlje ber bet 
5Burjel ton 13 correfponbtrenben >Jalen, bte ©nfyeit 
in einer geraben ©teile gefunben werbe; benn obige 
©leidjung iß nur bann außböbar, wenn in ber SReifye 
P°, P', P fl tc. ein ©Heb = — 1 torfommt. 3 iber 
P°= 1 , — P'=: 4, P"= 3 tc, folglich :c. Sftim 
wirb in ber JReifje 1, 4, 3> 3, 4, 1, bie $al 1 in ber 
fecfyßen ©teile gefunben, fo baß P v = — 1 ; folg* 
iicf> Hißt ßdj bie torgegbene ©leidjung auß&fen, wenn 
man y u ‘= p v , unb y"— q fejt, wo bie »Jalen p v 
unb q v nadj ben grormeln be$ §. 25. beregnet wer* 
ben, inbem man ßatt p, p! t p" tc. bie 5 öertl;e 3, 1, 
1, 1, 1, 6 tc, fejt, welche bie untere SKetfye ber, ber 
Y" 13 correfponbirenben ^alen aubtnacfyen. 
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log VII. 5t SÜlgent. Sttetljobe, t>te ©letc^unq 

£6 ift alfo 

p° = i. q° = o. 

p‘ *3* q 1 =i- '• " 

p 11 = p 1 + p° = 4. q 11 = 1* 

pin_ pii + . p( _ ^ qiu_ qii + qi - 

p iv = p“ 1 + p H -11. q lv = q ul + q lI = 3. 

p v = p lv + p ul =i8. q v = q IV + q u, = 5. 

V / • * 

Öllfo y ,u =i8/ utib y ll = 5; mithin y , = y lI + y Hl 
C= 23, Mit) y = 3y> + y 1 — 74. 

* v 

9Btr fyaben oben 12 = + 35 angenommen. 
Stftan Ijdtte aber aud; n = — 34 fe|en fbnnen. 







I 



Digitized by Google 




Ay 3 + B = x 3 in ganzen Bafen aufjulöfe«. 

V, 

£$ fcp atfo 2) n = - 35, mithin 
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2?o VII. $. Slllgem. 3 )?etljot>e, t>te ©letcfjurtg 

SDtan erhalt bemnacb eben bic 5 Bcrtbe D 11 , D 111 
unb n", wie norber, fo bag bie in y" unb y'" au$? 
gebrüfte (Steigung ebenfalls ebenbiefelbe fepn wirb. 

( 5 $ ift alfo and) y w, = 18 unb y"= 5, folglich 
y'= - y" + y'" = I3/ unb y=- 3 y'+y"= - 34. 

5 Bir haben bemnacb jwei SIBertbe Von y, nebft 
ben correfponbirenben 5 Bertben von y' ober z gefun* 
ben , unb biefe fünb aug ber 3 ßorauö^e|ung n = Hb 
35 ^«geleitet. 2>a aber fein anbreö n gefunben wer« 
ben kann, baö bte erforberlidjcn ©genf^a^ten bat; 
fo folgt bicranö , bafj bte vorbergebenben 5 ßertbc bte 
einjigen urfprüngli<beit ftnb , bte auf biefe 9 lrt 
erhalten werben : 3>nbeffen taffen fid) bureb bie 2Dte« 
tbobe bc6 §. 72 unjablig Viele abgeleitete ftnben. 

9 Dtan fefje alfo y unb z ftatt p unb q, fo ift alU 
getnein (nach §.72.) 

y = 74t - (101. 23 --35* 74) u = 74 1 + 267 u 

z = 33 t+C I2 » 74 “- 35 * 23) u = 23 t+ 83 u 

ober 

y = - 34 t-(ioi.i 3 - 35 . 34) u=- 34 t-i 23 u 
z= 13t +(-12.34+35. 13) u= i3t+ 47U 

unb nun muffen für t unb u bie 2Bertbe and ber 
@leicf}ung t 2 — 13 u 2 = 1 entwickelt werben: 2lber 
1 biefe ®ertbe ftnben fidb bereite in ber bettt 8. Kapitel 
be6 Sulerifcben 2Berfß angebangten Tabelle be« 
regnet, wo t = 649 unb u = 180 ift. ©ejt 
man fte ftatt T unb V in bie Jormeln beö §. 75 , fo 
ftnbet fid) allgemein 

t= ( 6 49 4 -l 8 or > i 3 ) m + ( 649 — 180^13)” 

u: 
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Ay 3 + B = x 3 in ganzen Sälen aufeutöfen. 21 1 
u = C649 + i8oKi3) m ~ (649 ~ i8oKi3) m 

2 v 13 

wo m jebe ganje bejahte t 3 al fei pn Eann, 

©a aber bie 9GBertf?e bon t unb u fowol bejaht 
ald berneint genommen werben fbtmen, fo werben 
bie £ 5ßevtt?e bon y, welche ber J'tage ©cnuge leijbea, 
alle in folgenben Formeln enthalten fct;n ; 
y = ± 74 t± 267 u 
y = ±34 t± 123 a. 

wo nad^ ^Belieben + ober - genommen werben Eann, 

5Benn m = 0 tfl, fo wirb t = 1, unb u = o, 
folglid) y = i 74, ober = + 34, unb biefer i%* 
tere %ertl? ifl ber Eleinflc, ber bie Stufgabe auft&fen 
fann. 

* ' • ' ’ * 

3d) l;abe eben bicfeS Problem bereits in ben 
©enfwurbigfeiten ber ^Berliner SlEabemie bem 3 ^* 
1768 0. 243 aufgcl&fjt, ©a aber bie bafelbft ge* 
brauste, unb aud) l)icr §. 66 borgetragene, ^Diet^ebe 
bon berjenigen berfd)ieben ijt, beren id> mid) fo eben 
bebiente, fo l;abe td> baffclbe nodj einmal aufl&fen' 
wollen, bamit ber ßefer im ©taube fepn mbge, beibe 
SSJteti;obeu mit einanber 311 bergleicfyen. 



3. SS e i f p i e l. 



, §• 83 - 

5Jlan foll biejenigen ganjen t 3alen y f uc § et V 
welche ' * 

^ (79 y 3 + I0 O K 
rational machen, 

Oa** 
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2i2 VII. Fügern. SWet&obe, Die 0 letcf)ung 

iffc atfo bie ©teidjung 

x 2 — 79 y 3 = 101 

itt ganjen £aten aufjul&fen, wo y unb ioi feinen 
gemeinfd^aftlicfyen Reiter fyaben b&rfen, weil tiefe 
Icjteregal feinen qnabratifd)eu5äftor in ftd) begreift, 

■ $Kan fe|e atfo x =* ny - ioiz: fo mug n 2 - 79 
buvd) ioi tfyeitbar, unb n <7 — — £ ober 5 1 
97 un ftnbet fxcf> 11 = 33 , biß gibt 

n* — 13 = 1010 = 101* 10, 

SJtan fann bemnad) n = ± 33 nennen, unb biefe 
sffiertbe jinb bie cinjigen, bie bie erforbertid&e ©gen* 
fd)aft fyaben. ' 

©ejt tnait aber wirftid) + 33 Y~ 101 z fa* 1 * 
in obige Öletcfyung, unb bioibirt biefelbe burd> ioi, 
fo tterwaubett fie fid) in 

10 y 2 + 66 yz + 101 z 2 = *• 

V IKun fei) D— 10, D = 101, n =± 3$, 
Nimmt man atfo juerjl n bejaht, unb fteUt eben bie# 
felbe «Beregnung an, wie im t>ort;ergel;enben 93 ew 
fo«t,-fo ergibt ficf> 

m = |§ = 3; n'= 33- 3. 10=3, D // = ä t^ ä = ~ 7 ' 

y = 3 y' + y"* 

35a aber n'— 3 bereite < — unb < ift, fo 

2 % 

ifjfc ed nid>t nbtfyig, weiter ju gelten, unb man erlitt 
bafceie bic*©(eid)ung : 

— 7(y') 2 — ^y'y^+io (y") 2 = ^ 

welche mit 7 muttipticirt, atfo toorgeftetlt werben famt; 

. c 7 y' + 3 y") 2 — 79 (y") 2 = — 7 * 

** * * 5 Beu 

\ 
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Ax* + B = x 2 in ganzen Salat mifjttfofen. 213 

«Seil nun 7 < 7' , '79, fo muß, wenn bic ©leidjung 
auflösbar fetjn (olle, bte ^at 7 unter ben ©liebem 
ber obern 9Rcil;c berjenigett $alen borfommen, bte tu 
ber Tabelle beß §. 41. ber üuabratwurjel bon 79 
cor efponbiren ; überbi^E muß biefe $at 7 eine gera« 
be ©teile entnehmen, weil fte baß JJeidjcn — l)at» 
Sie fo eben angeführte «Reihe aber enthalt nur bic 
galen 1, 15, z, bte immer wiebcrf;olt werben; mau 
fattn alfo ohne weiterß hierauß fcbliejfen, baß, wfs 
nigftcnß auf biefem 2Beg, nemltdj bu vdf) 11=33 btefc 
lejtere ©leidjung nicht aufl&ßbar fetj, ttnb folglich 
auch bie borgegebene ntdjt* 

9Run ift nod> jweitenß übrig, ben attbern $Öcrth 
n = — 33 ju berfudjen : biefer gibt 

ms=H®- 3 f » -- 33 + 3 * I ?=-35 D // =^=P =-7 

y = - 3 y/ + y//. 

worauß bic «ßcrwanblmtg entfielt 

- 7 CyO*'+ 6 y' y" + 10 (y")’= if 

ober 

(7 y'-* 3y") 2 — 79 (y"f— — 7» 

wcldjc ©leicfjung ber borhcrgeljenbcn ifl. Worauß 
alfo ber ©djluß gejogen werben f ann , baß bic bor# 
gegebene ©Iciehung unmöglich in ganjen >}alen aufs 
gelößt werben föune. 

31 tt nt e r f u tt g. 

§. 84 - 

©ul er ftnbet ftnbet in einer bortreflidjcn 2lb* 
hanblung, bte im 9. £ 3 anbc ber neuen Petersburger 
Kommentare flehet, folgenbe Siegel, bic SluflÖßs 
barfeit ber ganjen ©leidjung bon ber ©cffalt 
x 2 — A y 2 = B 

ö 3 ( VA 
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214 VII. 5 ?. ?(Ugem. üttetljebe, bie ©leidjuttg 

(wo B eine ^rirnjat ift ), 3« feeurtfjctten : $ie Ölet* 
d^ung fep netulicf) möglich , fo oft B in bem öluöbrub 
4 A n 4- r 3 ober 4 An -fr 3 — A enthalten ift. 3 lbcr 
ba£ borhergehenbe iöeifpiel »iberlegt biefe Oveget: 
benn 1 01 ift eine ^Pritnjat bon ber $orm 

4 A n -4 r 3 — A, (»0 A = 79 , n = — 4, ■ 

unb r = 38 ) unb befen ungeachtet f ann bod) bie 
(Gleichung x 3 — 79 y'=z= 101 nicht in ganjen ^alen 
aufgelegt »erben. 

\ • i 

SBare bie borhergehenbe SKegel wahr , fo würbe 
barauö folgen, bag wenn bie Öleichung x 3 - Ay = B 
möglich ift, wenn B irgenb einen 9 S$erth b h«t, ge 
auch noch möglich fetjn mügte, wenn 
B=4 An -f b 

genommen »ürbe, wenn anberö B eine ^>rimjat 
»are. ©iefe lejtere fRcgel fönnte noch m fofern 
eingefchrdnft »erben, bag man anndhme, b fet) eine 
anbre ^primjal., 2lbcr auch biefe (£infd;rdnf utig wirb 
burch baö borhergehenbe ißeifpiel »iebcrlegt; benn 
101 = 4 An -4- b»! wo A = 79 , n = — 2, unb 
b = 733; aber 733 tfl eine ^primjat bon ber gform 
x 3 — 79 jr, wenn x = 38, unb y = 3 gefegt wirb, 
unb gleich»ol ift 101 nicht bon eben biefer §orm 

X 2 — 79 y 2 * 



% 



3 Tc f)tt$ 
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3ldjte6 Äapitel. 

SSemerfungen ü&er t>te ©leid)ungen fcon t>er 
©efialt 

p 3 = A q : + I» 

ttnt> Ü6cr t>ie geroäfjnlicfje 2lrt fie in ganjen 
Baien aufoutöfen. 



§* 85 * 

<J\ie SEftetbobc, bie im 7 . $ap. bcß Srulerifdfjen 
5Bcrfß abgeljanbelt worben, um bic @leicf)un* 
gungen ron bet $oxm p 3 = Aq 3 + 1 aufjul&fen, ij l 
eben btejenige , welche 5 Balliß in feiner 2 llgebta, 
($ap. 98 .) gegeben l;at, unb beten (Srftnbung er 
betn £orb ’iSrounler jufdjrcibt. Öjanam, bet 
fie in feinet Sllgcbra ebenfalls ßortrtlgt, nennt ben 
% er utati uß alß ii)ten Svfinber. $em fep aber, 
wie i(;m wolle, fo ift bod) fo riet gewiß, baß Jers 
matt« ß bev Urheber beß obigen ^probletnß ifl. (5r 
fyat bajfclbc allen engtifdjen ©eometetn aufgegeben, 
wie auß bent Commercium Epiftolicum teß 
$3 alliß erhellet; unb biß Peranlaßte iöroun er 
bie bentelbctc 9Dletl;obe ju etfxnbcin £ß fcfyeint aber, 
biefer (Sdjriftßellcr l;abc bc« außgebreiteten 9Z«|en 
beß Pon il;m aufgel&ßten ^voblemß nicfyt eitigefcljcn. 

£> 4 9ftan 
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216 VIII. St. 23 emerfungeit übet bie Formel 

SJJlan ftnbct aud) wcbcr in ben SEBcrfen bed ^erma« 
tiud, nod)inirgenb einem anbern 5ßcrf bed nori« 
gen 3u(;rb un ^ eii:t ^ / bad non ber unbejiimmten 2tn a« 
IptiE handelt, bie geringjle ©pur banon. (£d ift 
demnach wahrfcheitilidi, ba$ $ er matt u ß • welker 
bie Zfyeorie b er unbeftimmten ©rbffen norgüglicf) ab« 
gel;anbett , unb und fcl;r fdjbne ©<ife non benfclbcn 
finterfaffen t?at , auf btcfcd 'Problem gefommen, ald 
er über bie Qluflöfung ber (Gleichungen x= 2 Ay 2 + B 
nacfybucbte, auf wcldje legtere alle übrige nom jwei« 
ten ©vabe, mit jvoci unbefannten ©rbffen , gebracht 
werben £&nnen. Ucbrigcnd fyat man bem (Güler 
allein brn ©aj §n nerbatifen , baf biefed grobem 
itothwenbig fct> , um alle mögliche öluflbfungcn jener 
(Gleichungen gu fxnben. ( f. 6. ,^ap. bed 6. 93anbcd 
ber alteren ^eterdburger 5tbt;anblungen , unb ben 
9. 93anb ber neueren.) 

2>te 50letl;obe, beren wir und bedienten, um bie« 
fen ©aj ju erweifen, ift etwad non ber (Guleri« 
fdjen nerfdjieben, aber fte ift auch/ wenn idi nidjt 
irre, birccter unb allgemeiner. ®cnn cined theild 
führt bie (£ulerifd)c SDfcthobc auf drücke, ba man 
bod; ganje ^alen fttdht, unb anbern theild ftcEjet man 
nid)t betitUd) ein, bafj bie 2>oraudfe|ungcn, woburdj 
bie 3$rüd)e l;inwcggcfd)aft werben , bie einjigen finb, 
bie flatt finden fbnnen. 3 n be* &h ft t habe ich an« 
berdwo gejetgt, bafj ed nid)t immer genug fetj, eine 
«ittjige (Gleichung non ber ftortn x 2 = A y 2 + B ju 
finben, um burd? #ül e ber (Gleichung p 2 =Aq 2 + i 
alle anberc baraud hevjuleiten , unb fcfterd, 3 um wc« 
nigften wenn B feine ^3rimjal ift, fann ed ^Berthe 
t>on x unb y geben, wcldjc nid^t in ben allgemeinen 
9tudbrüc£en Sulerd enthalten finb* ( f. §. 45 utei« 

ncr 
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p : = A q 5 + I. 217 

ner 2 lbl)anblung über unbeftimmte '“Probleme, tn ben 
^Berliner SenEwürbigf eiten ttom ^OlIjx 1767.) 

5 Baß fofort bie 5 Jletl)obe anbctrift, p*= Aq 3 + i 
aufjulhfen, fo ftfyeint bie im 7.$. beß ©ulerifcf>en 
SBerEß toorgetragene fel)t unöollf ommen , fo fintts 
teitfe fie audj immer fetjn mag. .Denn 1) fielet man 
auß berfclbcn nicfet beutlidi> ein/ bag jcbc ©leid^ung 
biefcr 2lrt immer in ganzen ^aleit aufgclhgt werben 
fbnne, wenn a eine bejahte »Jal bebeutet, bie {ein 
£lu abrat ifl. 2)3(1 aü & % nidfjt erwicfen, bag man 
immer bie gefugte 2luflhfung wirElid; aude ftnbe. 
5Balliß fyat jwar ben erfien bicfer beiben@d§e ju er; 
weifen gefugt, aber fein ’&ewciß ifl nid)t logifalifdj 
richtig, inbem er einen JJirfet im ©d)tieffcn begangen 
fyat *). 3$ fd;meid)Ic mir alfo ber erfle gewefen 
ju fet>n, ber biefe SJiateric mtt ber gelehrigen ©djdrfe 
abgeleanbelt unb einen flrengert 33 eweiß gegeben l;at, 
nnb jwar juerfl im 6. 53 anbe ber Muriner 5 Eftifcella* 
nien; aber bie bafetbjt gegebene SUletleobe ifl feferweit; 
läufig unb mbireft ; ba hingegen bie ?0?ctf>obe beß 
37. §. auß ben dd)tcn ©runbfä|en unb ber eigcntli; 
djen Statur ber ©ad;c leergeleitet ifl, unb wie mir toor* 
fomrnt, nid^tß jn wünfdfjcn übrig lagt, tiefer SDte; 
tl?obe Eomicn wir unß aud; bebienen, um bie SJietljos 
•be beß 7. ^ap. ju prüfen, unb bie Jefeier fennen ju 
lernen, in welche man Verfallen fhnnte, wenn man 
biefe ol)ne bie gelehrige SBorftdjt gebrauten wollte. 
®ig foll nun noefe fürjlid; gezeigt werben. 

v * * 

Ö 5 8Ö. 



*) SDlan fef>e feine Sflgebra ßap. 99. 
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2i8 VIII. St. Senterfungen über fcie Formel 

§. 86 . 

2tuö bent, wa$ im 2. Kapitel erwiefen worbctt, 
folgt, baß bie 5ßertl;>e p unb q,weldje ber ©leidfjung 
p 2 — Aq 2 = 1 ©enuge teilen, feine anbere fepn 
Birnen, aB bie ©lieber berjenigen Jpauptbrudje, bie 
aus bem fortlaufenben 93 rudE>, ber ben SSBertf) i>on 
• V'A auöbruft, (jergelettet werben; fo baß wem» ma« 



+ L 



I* t *«-• 

+ 1 

ft? 

fcptt, wo ft? irgenb ein ©lieb ber unenblicfjen SReifye 
ft', ft", ft'" iß, beffen ©teile § nur burdE) bie wirf« 
licfye Sluöredjnung beßimtnt werben fann. 

©$ iff §u bemerf en , baß in biefem fortlaufenben 
QSrutfje bie »Jalen ft, ft', ft" »c. alle bejaht fepn muß 
fen ; obfcfyon wir $. 3. gezeigt Ijaben , baß überhaupt 
bei fortlaufenben ißrud^en bie SKenner bejaht ober 
berneint gemacht werben fbnnen, je nacfybem man 
bie nddjjften 5 Bertf)e f leiner ober grbffer, aB bie wafy« 
un nimmt; 2lber bie 9ttetfyobe be$ erjien Problem* 

(§♦ 23* 



anninimt, biefer iörud^ fep, 
-+?7 + 'l- 

ft + _ 

ja" +te. 



fo wirb notljwenbig 

p , 1 

r — u + 



s 
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p 9 = A q l | I, . 219 

(§.23. mtbfolg.) erforbcrt notfjwenbig ,. ba0 bie 
nacfyftcn 'tlßertfye y, y 1 , y" tc* alle f leinet genommen 
werben* 

§• 87 - 

©a ber ?8vurf> £ bem fortlaufcnben $$rud), bef* 
q 

fen ©lieber y, yf, y" ic. fmb, gteief) ift, fo errettet 
aub §. 4 , baff y ber Quotient t>oti p burdt) q bitoibirt 
ift , ferner y berjenige toon q btbibirt buvd) ben er* 
ften Ueberrejt, y" berjenige beb erjtcn Ueberreftb, 
bifcibirt burd^ ben jweiten , u. f. w. $Bcnn ba(;er 
biefe Ueberrefte r, s, t :c. fyetffen, fo ift aub ber Dta* 
tur ber ©imfton 

p—yq + r, q=//r+s,r=,/'s-f t w. 

wo ber legte Ueberrejt notfywenbig =0, unb ber 
borlejte = 1 fepn wirb, weil p unb q (einen ge* 
meinfd>aftlid)en feiler l;aben. 2llfo ift y berjenige 

ganje $Bertf> , ber £ am n^ften (ommt ; y ber* 
q 

bon £ , y" ber bon I ic. wo übrigenb biefe 5 Ber* 
r s i • 

tlje deiner genommen werben, atb bte wahren, aub* 

genommen ber legte y$ f welcher bem gegebenen 
93 rud) öolltommen gleidj fepn wirb, weil ber folgen* 
be Ueberrejt = o angenommen ift. 

©a aber bie galen y, y\ y n ic. für ben 93 rndj 
£ unb für Y' A ebenbiefelben fmb , fo (amt btb jum 

q 

©lieb y$ fortgefafyreti werbet», wo £=)^A/ nem* 

q . 

licf> 
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220 8 . VIII. SSemcrfttngen ü&er bie Formel 



lid; p 2 - Aq 2 =oifl. SQlan fucfye betnnad) juerft ben 

nad)jl t {einem s HJcvtI; r>on £ , ttemtitf) Y'k, unb 

q 

biß wirb ber 5Bertf; bon ft fepn ; ^icvauf fe$e «tan 
tn p 2 - Aq 2 = o flatt p feinen 5ßert(> ftq + r; wo« 
burd) ( fx z — A) q 2 4- 2 ft q r + r 2 = o wirb, ©o* 
bann fudje tnan aufö neue' ben nddjßfleincren 5Bertf> 

*>on 5, baö f)eißt, t>on ber bejahten 5Burjel ber 
r 

©leidjuttg 

(ft 2 -A)ft) +s ft . ? + 1 =o,fo ßnbet fidf) ft'. 
W r 



ferner felje ntan in ber ÖteuJjung 



; o< 2 -A)f 3 
_ W 



+ 2 ft »S + i = 0 / , 

r ’ 

V J i 

flatt q, ben 5Bcvtf) ft r+s, fo ergibt ftef) eine ©leis 

djung, beren 5Burjct J_ fetjn wirb. 25er ndcfyfl 

s 

f feinere ^XBertt) biefer 2Bitrjel ifl fobann ft". Sftun 
fc|e man aufid neue ft"r + s flatt r je. 



(Sefejt mm, t fet) $» 55. ber lejtc Ueberrefl, ber alfo 
= o fepn muß, unb s bet borfejte, ber = i ijl, 
unb bie in s unb t betwanbelte formet p 2 — A q 2 
fep Ps 2 + Qst + Rt 2 , fo muß biefetbe für t = o, 
unb s = i, ber (Sinbeit gleich werben, wenn 
p 2 — Aq 2 = i 

flatt ftnben foff. ' $cdgfid) muß P = i fet>n. ®ie 
obigen Operationen unb ©ubßitutionen muffen bem# 
nad) fo weit fortgefejt werben, biö man auf eine 
©lekfyung fommt, wo ber Socfftcient be$ erßen 

GHicbö 
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. . p 3 = A q* + I. 

©liebd = i ift, ©ann fefc man in tiefer formet 
bie erfte biefer jwei unbefiimmten ©rbffen, §. 33. r = i, 
«nb bie anbre s = o, fo taffen fid; , wenn man im# 
mer rüfwärtö gehet, baburdfj bie ^Berthe Don p tmb 
q befiimmen» 

( 5 ö läßt ficf) biefe 3Red>nung auch anf folgenbe 
9 lrt anfhtten : SDtan ab(iral;ive nemtid) in 

p 2 — Aq 3 = i, 

Don bem befannten (Stiebe i , unb folglich auch Do» 
atten übrigen befannten ©liebem/ welche bei iöejlim# 
mung ber näd;ften 535crtt;e p , p 11 ic. Don 




q i s 

Dorfommen» «nb Dcrfud^e bei jeber neuen 93erwanb# 
lung/ ob bie Derwanbelte ©leichung befielen fbnne, 
wenn eine ber beiben unbefiimmten ©rfrjfen = o, 
«nb bie anbere = i. gefegt wirb. nun nun auf 
eine fotdjc 5Serwanbt«ng gefomme«/ fo t; 6 vt bie SRcdj# 
n«ng bafetbft auf, «nb bie $Bertl;e Don p «nb q lafs 
fen ftet) leidet finben, wenn man auf eben biefem 'iöeg 
wieber rufwärtd gcl;t. 

1 t * 

©o wären wir atfo auf bie SQ?ett;obe bcö 7 teil 
Äapiteld gefommen. Unterfud)t man biefetbe an 
«nb für fidj felbft, «nb unabhängig Don ben baraud 
abgeleiteten ©runbfäfen, fo fdjeint eö gleichgültig 
5 « fetjn, ob bie nädjfien Berthe Don p, fj, ^ u . 
f (einer ober grbffer, alö bie wahren genommen wer# 
ben, . weil in jebent fjville bie 5ßertl;e Don r, s, t ic, 
immer mehr «nb mehr abnehmen, «nb enblid; o- 
werben ( $. 6.) . 






/ 
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222 VIII. 25 emetf urigen ü&er t>ie Formel 



£cöwcgen bemetft aud> 5 Baltid man Cbnne 
bie ©rängen für btc guten fx, p 1 , fx" ic. nad) «Belieben 
In plus ober minus annefytnen, unb fcf>lagt 
tiefe ö Mittel fogar Vor, um 5 fterö bie [Rechnung 
babttrd) abjufürgen. 9 Iud^ Suter §. 102 ic. bcd 
7. Kapitels, fagteben big. 9 tid)tö befto weniger 
über werbe id) burd) ein einjiged iBeifpiel geigen, bag 
ed bei biefer 5lrt ju »erfahren, gefdjcfyen f&nne, ba| 
mau nienutd auf bie i&uflofung ber vorgegebenen 
(Steigung fonunt. 



Qllö «Beifpiet weiten wir eben badjenige nehmen, 
tad im §. 101. beö angejeigten 3\aptteld beredetet ift, 
wo ncmlidj bie Stcid^ung p 2 =6q 2 +i,obcrp 2 -6q 2 =i 
aufgetögt werben fott. Sd ift atfo p = v (6 q 2 + 1 ), 
ober, wenn bad befHnbige Stieb 1 fyinweggeworfen 

wirb, p = v 6q l = q v 6, atfo £=v.6, > 2, < 3; 

q 

5 Bir wotten bie Oranje in Minus nehmen, unb 
u=z 2 fefen, atfo ift p = 2q + r; mithin, wenn 
man tiefen s iÖcrtl; in bie obige Steigung feft, er* 

- 2 q* + 4 q r + r*= 1, 



atfo 



„ __ ar-fv(6 r 2 ^ a) # 

q : “ • 



ober, wenn man wicberum bad begänbige Stieb — % 
fyinwegwirft, 

„ 2r+rv6 Js , . 

q — —t 



wo 



rtv.r 



3 = i±Ii >*,<$#•: 

X 2 

5ö:v 
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p 3 = A q 1 + 1, 223 

$Btt wollen öucf ) fyicr triebet bie ©rtinje in Mi- 
nus ne^mcn r unb q = 2r+s fegen, fo wirb bie lejte 
©leüfyung 

r 3 - 4 r s - 2 s 2 = 1, 

ifctouö erhellet, baß tnan gier r = 1 unb s=o fegen 
f 5 nne , weldgeö q = 2 unb p = 5 gibt. 

9 tun gelten wir nocf> einmal jut erfien 'iEerwanfe* 
lung 

- 2 q 3 +4 qr + r 3 = 1 

juru!, »0 mit gefegen, baß 5 > 2 < 3 fepn muffe, 

. r 

unb anffatt bie ©rAnje in Minus ju nehmen, laßt 
nnö biefelfce in Plus nehmen, unb bager q = 3r + s, 
ober vielmehr/ weil alöbcmts verneint iß, q = 3r-s 
fegen, fo ffnbet man biefc ' 33 em>attfclung : 

- 5r J + 8rs-2s 3 = i, 

mithin 

r = 4 S+V ( 6 s 3 ~5) 

5 

ober wenn man baö befUnbige ©lieb — 5 Hinwege 
wirft, 

r 4 + v 6 >i<a. 



SOlan negme aufö neue bie ©ninje in plus, unb 
fege r= 2 s->t, worauf -6s 3 +iast-5 t 3 *=i, alfo 
s __ 6t + v(6t 3 -6)^ 

6 

unb naeg Jjinwegwerfung bon - 6 

„ 6 t + t v 6 

S = - , 

‘ uni 
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224 VIII. 23 emetf mtgett über t>er Formel 

unb bal)er 

L = 6 + v6 > i < 2. 
e 6 

©Sfet) non neuem s=2t-u, alfo bie ©ranje 
«bemal in plus,fo wirb -5 t a +i2tu-6 u 3 = 1, alfo 

1 = 6 +v6 > 1 < *, 
u 5 

5 JJ lan tnad(je wteber t — zu — x , woraus — au* * 
+ 8 ux — 5 x *= */ «• 

^dbrt man nun auf biefe 2 lrt fort, bie ©rSnjen 
Immer in plus ju nehmen , fo wirb man niemalen 
auf eine ©leicfyung lommen, in welcher ber €oefjfw 
dent bcö erßen ©liebS ber ©inf)eit gleich iß, wie eS 
boef) fetyn muß, wenn bie ©leicfjung foll aufgel&ßt 
werben fbnnen. 

©ben biß muß notfjwenbig immer gefdjeben, fo 
©ft bie crße ©rilnje in Minus, unb bie fotgenben alle 
in Plus genommen werben, ©ö wäre leidet, ben 
©runb l;teoon a priori anjugeben: idj fyalte midi) 
aber nidf>t fßebri auf, weit ber ßefer benfelben auS ben 
@runbßl|en nnfrer $£l;eorie leicht felbß frnben fann, 

«nb begnüge mid) bafyer, gejagt jn b^ben, baß e$ 
nbt^ig fep, biefe Probleme nad) einer (trengeren unb 
grünlicheren 3 Jletl;obe ju bet;anbeln, als biSl;er ge* 
fdbeben iß. 



* ■" Neuntes 
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9ieunte8 Kapitel. 

Uftetfjoöe, t>ic algebraifcfjen gunftionen aller 
©rade ju finden, roefdje ineinander multi= 
plicirt, immer df>nli$e $unftioneit fjerbor* 
dringen. . 

% • 

pufaj jutji ii. u. 13. Kapitel. 

• §. 88 . . ‘ 

Cr* cf) gtaufee jugteid) mit ©ulet auf ben ©ebattfen 
<0 B crat ^ cn 8 U fa>n, We irrationalen unb fogar auefj 
bie eingebildeten $aEtcren ber Formeln beö jweiten 
©rabö ju gebrauten , um diejenigen ißebingungett 
ju finden, unter melden biefe Jormeln Quabraten 
ober andere ^otenjen gleidj werben. $cf) l)abe über 
biefe Materie im $af)r 1768 in ber f6mglicf>en 2lfa* 
bemie ber 5 Btffenfcf)afrcn eine SÄbijanblung nörgelet 
fen, welche jwar nid^t gebruft worben ift, wobon \S) 
aber am ©nbe meiner Uhterfudjungen übet bie 
unbeflimmten Probleme, die fidj in bem 
95 anbe bom ^afyr 1767 befinden, unb bie alfo dlter 
als bie bcutfdje Ueberfefung der ©ulerifdjen 
gebra find, einen furjen 2lu$jug gegeben fyabe. 

w i'* « . •» • *i»1vV** -'<• £’"*• •' 

m-w * y 2$ 




226 IX. $ap. 25on alge&rQtf(f)en ftunfttonen, 

fyabe bafetbfl nidjt nur gejeigt , wie ebenbie# 
felbe üDietfyobe aud) auf J-ormeln bon fyöfyeren ©ra# 
ben al$ botn jweiten angewanbt werben E ann, fonbern 
aud; auf biefetn $Beg einige ©leicfyungen aufgel&gt, 
tnit benen man auf jebem,anbern wal;rfd;einltd; fel;r 
fcfywer ju ©tanbe gcEommen wäre. 9?un will td; 
biefe ^CRetfjobe , bie fowol wegen il;ter 9 leul;eit , als 
aud; beöwegcn, weil fte an unb für fiel) metEwurbig 
ift, bie SlufmerEfamEeit ber ©eometer berbient, nod; 
allgemeiner ju machen fudjen. 

§. 89- 

©S fetten « unb ß bie jwei 5 Bur$eln ber ©leis 
djung bom jweiten ©rabe 

s 2 — as + b — o, 

mit welcher wir ba$ ^>robuEt btdfer beiben ^aEtoven 
x + «yunbx-f/3y 

ba$ notfjwenbig wirElid; fepn mug, bergleid;ett 
wollen. 9 Xun ifi baffelbe 

x 2 + (« +/3)xy +«/3y 2 
über auS ber Sftatur ber ©leidjungen folgt, baf 
ot + ß — 3, ccß — i), 

folglich l;at man folgenbe Jormel bont ^weiten ©rabe 
x 2 +axy-fby 2 

•weldje auS bem ^JrobuEt ber beiben JaEtoren x+ay 
unb x+ßy befielt. 



; . $at man alfo eine anbre dtynlicfje formet 
j (x') a + ax'y' + b (yO* 

unb foll eine mit ber anbern multipliriren , fo barf 
«tan nur biefe beibe Jßftoren x+*y unb x'+«y', 
unb wieber biefe beibe x+ßy unb x'+ßy', in ein# 
anber, unb fofort ba$ erfle ^robuEt burd; baö anbre 
' l‘- . multi# 
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beren ^robuftc dfjnltcfie $unfttonen jtnb. 227 
muttipliciren. Slbcr 

(x+«y) (x'+ et yO = x x'+ a (xy'+yx') + « 3 y y'. 
25 a aber « eine »on ben ‘jffiurjeln ber ©icidjung 
s 3 - as + b = o ifi, fo i ft et 2 - a«+b=o, alfo cc- aa - b, 
©cjt man nun tiefen 3 ßertf? in bie norfyergefycnbe 
©leidjung, fo öerwanbelt fie fid? in 
(x+ay) (x'+ayO = xx 1 - byy '+« (xy'+yx'+ayy') 
ober/ wenn ber ^urje wegen, 

X = xx 1 — byy' 

Y = xy' + yx + ayy' 
gefejt wirb, in 

(x + ec y) (x' + « y') = X + et Y 
unb folgiidj tfl ba6 ^örobuEt tiefer beiben Jaftoren 
t>on eben bet jorm, wie jeber einje!negr«Etor. ©ben 
fo fünbet jid), baß bad ^>robuft ber beiben anb&n 
JaEtoren x+ßy unb x'+ßy " gieidj X + ß Y ift; 
mithin wirb baö ganje ^robuEt 

( X + * Y ) (X + / 3 Y) 
ncmlidj • : 

X 3 -f a X Y + b Y 3 

fc^n ; unb biß iffc alfo ba$ ^)robuft ber beiben Äfjtt# 
licken 

x 3 +axy + by 3 , unb (x') 3 + a x' y ' + b (yO 3 • 

SßMte man baö^robuEt folgenber brefjormel# 
i;aben 

x 3 + a x y + b y 3 U ‘mvSir 

(xy + a x'y' + b (y') a - 

(x ") 3 + a (x") (y"> + b (y")* « - 
fo mußte man ba$ 9>robuct ton X 3 + aXY+1?Y*> 
burd) ben lejten gfaEtot (x") 3 + a x" y" + b ( y") 
fuefen. 9tuö ben obigen Formeln aber erhellet, baß 
wenn *■ . 

•’ 7 X'^Xx"— bYy" , 

. 9> 2 unb 
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228 IX. Äöp. 93o» ölge&raifdjen $unftionen, 



unb 

Y'=Xy" + Yx" + aYy", ' 

gemalt wirb , bao gefugte ^)robuft fctjn werbe, 
(X'y + a X'Y' + b (YOV 

Stuf eben biefelbe Slvt tdßt fic£> au cf) baö ^Jrobuft 
bon biet ober mefyr ^ftoren, bergfeidjen 
x J + axy + by 3 

ift, finben, unb btefeö ^robuft wirb immer öon eben* 
bcrfefben Jorm, »t« bie gefroren felbff, fctjn. 



f 



,r ; i ,1} ■ • §♦ 9°* 

■’iBenn x'= x, unb y'= y ; fo ijl X = x 3 - by 3 , 
unb Y = ayx + ay 3 ; unb mithin 
r ,, (x 3 + ax y +b y 3 ) 3 = X 2 + a X Y + bY 3 . 



5öenn atfo bie rationalen SBertfye bon X unb Y 
gefudbt werben, bie fo befcf affen f»nb, ba| 

X 3 + aXY + bY 3 

ein &unbrat werbe, fo barf man nur flatt X unb Y 
bie borfjergefyenben 5Bertf;e fcfen, unb bann wirb bie 
£>tt(ibratwur}el jener formet 

= x 3 + axy -f by 3 

feijn, woxunby jwei unbeflimmte ©r&fien borff eilen. 

i ' 

5Benn uberbifj x' — x'= x, unb y l hs=y t ==y, 
fo wirb X'= Xx - bYy, unb Y'« Xy + Yx + aYy, 
ober, wenn flatt X u. Y itjrc borfyergefyettben 9EBertl;e 
flefejt werben, , . * 

y^=. x 3 — 3bxy 3 -f- aby 3 
. -■ Y x = 3 x 3 y + 3axy 3 + (a 3 — b) y 3 

folglich 

(x 3 +axy+by°) 3 =(X 1 ) 2 -i -.YT+bfY 1 ) 3 
• ~ • 5Benn 
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bereit ^robufte dfjnfidje^unftionen fmtv. 229 

5 Bettn alfo biejenige rationale 2 Bertf)c von X 1 
unb Y / gcfudbt werben, bic fo ftnb, bafi bie formet 

f (X 1 ) 2 + aX'f + b (Y') s , , -r, 

ein Subuö wirb , fo mufi, man flott X 1 uttb Y 1 bic 
vorfiergefienbcn ‘’JBcrtfyc fefen, woburdE) man fobann 
bie vorgegebene formet gu einem €ybuö macfit, befielt 
«Bürget = x 3 + a x y + by 3 ijt, wo x ynb y j^ei 
unbeflimmte ©vbfien vprfletten. 

Stuf eine dtyntidfe Slrt tafien jtdj aud£j btejenigett 
Formeln auftbfen, wo bie vierte, fünfte ie. ^otengen 
Vorfontmen. «5Jlan famt aber überhaupt attgemetnV 
^ermetn fttr irgenb eine $>oteng m ftnben , Vibte fegt 
gegeigt Werben fott. 

• . • » . • . ' M* * 

(gefegt atfo, man fott biejenigett SBertfyc Von X 
unb Y frnben, woburdE) bic formet 

X 2 + aXY + bY 3 ,, / 

eine mte ^)oteng wirb, b. fi. man fott bie ©tcidEjung 
X 3 +aXY+bY 3 =:Z ,n 

auftbfen, fo muß, ba X 3 +aXY + bY 3 auö bem^ros 
butt ber beiben Jaftoren 

X+aY, X+bY ' > 

entfielt, aud) jeber biefer ^aftoren ebenfalls einer 
mten ^)oteng gfeief? werben. 

'Dian tttadfe alfo > 

X+>aY= (x+ay) m 

unb entwickle biefe^)oteng nad) bem 93tnomifd£)en 
£ei;rfa|e, fo fünbet ftdE) 

m /m - I 

X+ a Y=x m + rnx m " I y«+ __2 'x m ‘ z y 2 06 z 

% 

m/m _ i-» /m - 2-\ 

+ ^ ' x m " 3 y 3 <* 3 + ic. 

a • 3 _ 

3 ®a 
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230 IX. #ap. 93on alge6raifcf)ett ^unftionen, 

\ / , , • *• . v 

25a «6er a eine ber ^Burjeln ber ©leicfyung 
s 3 — as + b = o 

ijt; fo ijl audj 

ec 2 — a«+b=o, mithin 
ce 2 = a«-b, 

a 3 = a x 2 - b cc = (a 3 - b) « - ab 
' x 4 ~ (a 3 - b) cc 2 - a b * = (a 3 - a ab) « - a 3 b +b 3 
u. f. w. 

25iefe 5Bcrtl;e fe|e man in bie bort;ergebcnbe 
$ormel, weltfjc fobann auö jwei &l;eilcn befielen 
•wirb wobon ber eine rational ijl,;.- unb — X gefejt 
werben muß ; ber anbre ijl mit * multiplicirt, unb 
muß mit ct Y toerglicfjcn werben. ' 



(5ö fci> ber $ürje wegen, 

A 3 = i. B‘=o. 

; ßn — fr 

A M, = a A» — bA 1 . B llI = aB» — bB 1 

A lv = aA IU — bA 11 . B 1V = aB" 1 — bB» 

A v == aA lv — bA 1 ». B v = aB ,v — bB 1 » 

IC. IC. IC. IC. 



fo ijl 

* = A* * — B 1 !, 

« 3 = A» * — B» 

« 3 = A» 1 « — B 1 » 

«4= A ,v « — B IV tc. 
folglich wenn biefe 5öertl;e in obige ©Icidjung gefeff- 
unb bie ©lieber üerglidjcn werben, 






m /m-i\ /m-2 



X = x m - m x"- 1 yB 1 - _± l x m ' 3 y 3 B“ 

m ( m ~ I ) ( m ~~) x m_3 3 QU, IC. 

2.3 

Y = mx m - 1 yA / + J_2x m - 3 y 3 A" 
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bereit ^Jrobufte Sfynlity $unftionen fmfc 23* 

+ m ( m - 1 ) ("" 3 ) x ra ' 3 y 3 A'" + ic. 

•*.•«>* ** .?* , 1 *^ - * 3 - •** «r,ir. 1 * 

' ; &a aber bte ftBurjel « in bat Stuöbrücfen für 50 
unb Y nicfjt öorfommt, fo tffc !lor;- baß, wenn V 
X + 66 Y = (x -f* « y) m 

ifl, AUdj • r ‘ 

X + / 3 Y = (x + / 3 y ) m 
fetjtt muffe. SJlultipUcirt man alfo biefe beiben 
(Bleichungen in einanber , fo ftnbet ficf) 

X 3 +aXY + bY 3 = (x 2 +axy+bT 
unb bafjer . , . ’ ■. ' t \ 

Z = x 3 + axy + by 3 , ; j 
woburcf) alfo baö Problem aufgelöst ifl. ’ 

• * \ ‘ - . , ‘ ! «i '+*j i 

’ / y f ■ .T • 

5Bare a = 0, fo würben btc toov^ergef)enbcn 
Formeln weit einfacher ; benn man fyitte aldbann 
A*= i, A JI =cv A H Wfc,. A lv ^o/A) v *b 2 , 
A VI =o, A v "=-b 3 zc. unb B‘= o., B'^b, 
B m = ö, B lv ~.-jbV B v = o , B v< = b 3 ic. 
mitfyin ' ' 

m/riu-ix >«»• 1 j * *1 ft 7V'>2 

X *= x™ - x m - 3 y 3 b 

.j ■> '■= \ a ri' r» 

+ ‘nnn y . b *_ £»-'8 

r S.- • - 3. jjT" ** 

1 

. m/ra-i\ /au 3 \ 

Y = mx m ' r y — v J C / x m " 3 y 3 b ^ 

+ ( )C )( X ) X m -5 y 5 53 _ Jc> 

2. 3. 4 * ' j' i_ 

unb biefe 9ß$ertfye werben ber ©leicfyung 

X 3 + bY 3 = (x 3 + by 3 ) m •/* 

©enüge leijten. •> \ \ ' 

4 §• 91 « 
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i3i IX. $op. SSoit algebraiföcrt ftunftionin, 

• u ' j ,: §. 91« r ; r 

£aßt und nunmehr ju ben Jormeitt t>om brüten 
©rabe übergebe«/ uab ju biefem Stibe bic btei «Sur# 
jetn bet ©leidjang • •• ■ , . . 1-4 

s 3 — as 2 + bs — t c = o, 

burcfy cc, ß unb y ttorftcllcn. . , ; ' 

.»• -V • - » . 

5Bit betrauten bal;er baö ^robnft folgcitber btei 
55a6tcrcn 

(x+«y +ot 2 z) (x+/3y+/3 2 z) (x+yy+y 2 z) 
wctdjeö, wie man g(cidt) (eben wirb, «otfywenMg va* 
tioital ifl ; bettn biefeö ^robu^t ijt : 

x 3 + (* 4- ß 4- y) x 2 y + (a 2 + ß~ + y 2 ) x*z 

1 " ' ’fr' + ^ + ?? + - xy 2 

,+ (« 2 /3 + « 2 y4./35-<*.+ ß 2 y + y~* + y 2 /3) ; xyz 

C* a £ 2 + * 2 y*’+ iß* y 2 )xz 2 + */ 3 yy 3 /.' 

*f ( « 2 jßV 4* ß z oty + y 2 «ß ) y 2 z 

■H«Py +*VS+teV£> yz* +* 2 /3 2 7 2 z 3 . 

Qlbet auö bet Statut bet ©leicfyungen folgt 
«+/3+y - a ; «/3H'wy+/By+= : b unb otßy=c. 
ferner iffc , + A ; -"*} f’ 

« 2 +ß 2 +y 2 - («4/3 4- y)*- ztaß+uy+ßy) 
,,= a 2 — 2 b. 

ft:*/ 1 ? + ec 2 y 4 ; Iß -2 * 4* /3 2 y 4 y ~ « 4 y 3 /ß 
(* 4 |3 4 7 ) C «ß +f*y+ ß>y) - 3 *#y -= ab - 3 c ; 
tf 3 /3 3 4 ec 2 y 9 ' 4 ß 2 y 2 = (aß 4 «7 4 /3y ) 2 
— 2 (« + ß 4 7) «|3y=b 2 — 2ac; 
cc 2 ßy+ß~acy+y 2 acß — («4/3 4 y) oeßy = ac, 

cc 2 ß 2 y +u 2 y 2 ß+ ß 2 y 2 u=(ctß+ oty+ ßy') atßy = bc. 

4 4 V - fat 
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&eeett ^fötvufte öfjnlidje $unftioiteri ftnb. 233 

fegt man mm btcfe itt obigcö ^robuft, fo wirb bajfelbe 
X 3 + ax 2 y + (a 2 - 2 b) x 2 z+bxy 2 + (ab~ 3 c)'xyz 
+ (b 2 - 2 ac)xz 2 +cy 3 + acy 2 z4-bcyz 2 +t: 2 z 3 , 
Unb biefe gönnet l;at bie ©genfcfyaft, bag, wenn man 
fo niel anbve al;nlid)e Formeln, aB man will, in ein« 
anber mnltipHärt, baö ^vobvuft bcrfclbcn immer 
eine al;nlid;c ^ormcl werben wirb. 

I#. \ 4 I * »’ \'Jk * i V,N 4 < •«(. ' S • t 

' \ 

9jn 2f)at, wenn wir anuefymcn , man fucfye 
bao ^Svcbtift jener formet burd; biefe : 

(xOl+f (\O a y'+(a 3 -ab) (x')V + bx/ (y') 2 
+ (ab-3c) x'yV+Cb 2 - dac) x^z') 2 ^- c(y0 3 
4-ac (yOf :A 4- bcy'Cz') 2 4* c 2 (z') 3 ; fo ift Har, 
baß man nur baö ^)robu£t biefer fedjö betören ju 
entwickeln i;abe : x-f«y+« 2 z, x + ßy 4-/3 2 z, 
x -f yfäi 2 fc /- x 1 + ay' + » a x'449y'4-/3 2 z', 

x y + yy’* , 4- < y , Z / . SDlan multiplicire bafyer erfUicf> x 
4- «y 4- « 2 z mit x y + *y^+ « 2 z / / fo ftnbet fTdb 
xx' + «(jty'-f yx') 4- « 2 (xz y + zx' 4- yy') 
4- a 3 (yz' + zyO 4* a 4 zzV £)a abev « eine »on 
betr ^Surgetn ber©Ieid)ung s 3 - as 2 4- b&rr'C = o, 
»orfMIt 4 fo ift as 3 — aas 2 4* bas — c = o, mithin 
eth^. 3ict 2 T- Oct 4- C , foigtid) et 4 — aas 3 — bas 2 
4 - Gas = (a 2 — b) as 2 — (ab — c) os 4 - ac} fegt 
rnanjmm biefe SOßcrtfye in obige ©tcid>ung unb macfyt, 
ber Äürje wegen, 

X=xx'4c (yz y 4- zyO 4- aczz y ; 

Y = xy y 4- yx y - b (yz'4- zy') - (ab - c) zz 1 ; 
Z=xz'4-zx / 4-yy'4-a (yz / 4-zy / ) 4-(a*-b)zz', 

5 f«> 
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234 IX. Stap. SSott atgebraifcfKn gunftionen,, 

fo rtiirb jencö ^Orobuft = X 4* « Y 4- « 3 Z unb- 
atfq.yon eben ber ^ortn werben , at$ jebet einzelne 
^aftot. Da aber bie ‘äßurjel « in ben 2tudbruc£en 
für X, Y unb Z nidjt tcrEomntt, fo muffen biefe 
(Srbjfen ebenbiefel ben bleiben, wenn « in ß ober in 
y verwanbett wirb ; weil atfo bereite « 

(x 4-*y + erz) = X 4- «Y4-« 3 Z, 

fo wirb audj, wenn « in ß unb nacf)t)er in y verwan* 
beit wirb, 

(x 4- /3y 4- /3 2 z) (x'4- ßy'+ ß i z r ) =X 4- /3 Y 4- /3 2 z 

unb , . . . . r x 

(x 4- yy4- y s z) (x'4- yy'4- y *z)= X4- yY4- y S Z 
feptt. SO^ultipIicirt man atfo biefe brei (Steigungen 
in einanber, fo erfydtt man auf ber einen ©eite bad 
^)robuf t ber beiben Vorgegebenen Formeln, unb auf 
ber anbetn bie Ramtel Jr • : . i , 

■ X 3 4-aX J Y+ (a 2 — b) X 2 Z 4- bXY? 

4- Cab— 30 XYZ + (b 2 — a ac) XZ 2 • 

,4* cY 3 + acY 2 Z 4-bcYZ 2 c?Z 3 
wejd^e lejtere Jorntet, wie man fielet, jeber ber bei« 
beti anbem dfjnticf) ifl. . ? 

®emt eine britte formet gegeben w£te, wie biefe 
(x ") 3 4- a(x ") 2 y" 4- (a — ib) (x") s z" 
4*bx // (y // ) a 4- (ab- 3 O x' / y // z ,/ 4 -(b 2 - 2 ac)x // (z // ) 2 
4-c(y") 3 4-ac (y") s z"4-bcy" (z ") 2 + c 2 (z") 3 , 
tinb man baö ^3robuft biefer Jovmelunb ber beiben 
»ort;crgctjenben fudjtc, fo müßte 

X'=Xx"— c (Yz"+ Zy") 4-acZz", Y'= Xy" 
+Yx"_ b(Yz"+Zy")-(ab— OZz"; z^Xz" 
Zk" 4- Y y"4- a (Y z" 4- Zy") 4- (a 3 — b) Zz" 
, • gefot 
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fceren ^rotmfte dfjnltdje ^unftionen fnib. 23s 

gefeit wnben, woburd; baö gcfudjte ^robuft febann 
=(X‘) 3 + aCXTY'+Ca 2 - 2 b) (X 1 ) 2 Z l + bX\Yy 
+(ab- 3 c)X I Y I Z , + (b 2 - 2 ac) X 1 (Z 1 ) 2 + c(Y‘) a 
+ac(Y‘) 2 Z I + bcY 1 (Z I ) 3 + c 2 (Z 1 ) 3 gefunben wirb. 

§. 92 . 

9Betm x 1 = x t y‘ = y unb z 1 = z angenommen 
wirb, fo ift 

X = x* — 2 cyz 4- acz 2 

Y = 2xy — 2byz — (ab — c) z 2 

Z = 2xz 4- y* 4- 2ayz 4- (a 2 — b) z% 

unb biefe 5Bertl;e werben bet ©teidjung 

X 3 + aX 2 y 4- bXY 2 4- cY 3 +(a 2 — ab) X*Z 

4- (ab-3c) XYZ + acY 2 Z 4- ( b 2 — 2 ac ) XZ 2 

4-bcYZ 2 +c 2 Z 3 =V 2 . 

©enüge Keiften, wo V= x 3 +ax 2 y+ bxy 2 -fey 3 
4-(a 2 — ab) x 2 z -f(ab — 3c) xyz 4 -acy 2 z 
+ (b 2 — 2ac) xz 2 4-bcyz 2 + c 2 z 3 . 

5Benn alfo 3. 58, foKgenbe ©Keidjung aufgetbßt wew 
ben müßte: 

X 3 + aX 2 Y 4- bXY 2 4- cY 3 ^ V 2 
wo a, b, c gegebene ©rbffcrt/ »orfrellen, fo müßte 
man Z, unb atfo and; , v .■ 

2 xz +y 2 +2 ayz 4- (a 2 — b) z 2 = o 
fefen: woraud 

X = ~~ y 2 + s a Y z -f-(a 3 — b) z 2 

1 ; - Y»4 X 

gefunben wirb, liefet ©crtK; bon x in bie borfjer* 

, gefyenben Stuöbrücte non X, Y unb V gefegt, gibt 
fobann bie allgemeinften Stuöbrüdfe für biefe ©tbfen, 
bie ber borgegebenen ©(eidjung ©enüge Keiften. 

®iefe 
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236 IX. Sfap. SSO« algebratfdjett ^uiifttoncn> 

Siefe2lufl&futtg ifl fowot wegen %*r9lttgentcin* 
beit, alß wegen ber 2lrt merEwuvbig, wie wir $u bers 
felbcn gelangt ftnb ; benn biefe lejtcre ifl t>ieüeid>t 
bie einzige, welche ofytie grojfe Umwege jum gwecEe 
führet. 

» 

ferner, wenn in ben obigen JormcTn x w = x'=x, 
y"= y'= y unb z"= z' = z gefejt wirb, fo erfydlt 
man bie üluflbfimg ber Öleidjung 

(X') 3 4 a (XO 2 Y' 4 (a=— ab)(X # )* V 
bX' (Y0 2 4(ab — 3 c)X'Y'Z' 

4 (b 2 — 2 ac) X<(Z0 2 4 c(Y') 3 + ac (Y') 2 V 
4 bcY'(Z') 2 +c 2 (Z') 3 =V 3 ; woV = x 3 
4- ax 2 y 4 (a 2 — ab) x 2 z4 bxy 2 4 (ab — 3c) 
xyz4(b 2 — sac) xz 2 +cy 3 4 acy 2 z 4 beyz 2 
4 c 2 z 3 ifl. 

§. 93 » 

' Um nun aucf> bie 2(uft6fungen f&r f)%re ^oten* 
jen ju ftnben, wollen wir, wie §. 90, baß Problem 
allgemein betrauten, unb bemnad) annefymen, eß 
(olle biefe Öleidjung aufgel&ßt werben: 

X 3 4 aX 2 Y + (a 2 — 2 b) X 2 Z 4 bXY 2 
4 (ab — 3 c) XYZ 4 ( b 2 — ac) XZ 2 + cY 3 
4 acY 2 Z 4 bcYZ 2 4 c 2 Z 3 = V m . 

Sa bteÖrbffe, welche baß erflcÖlieb biefer Ölei* 
dtjung außmacfyt, nid^tß anberß ifl , alß baß s f)robuEt 
biefer brei Jaftoren, 

X4*Y4* 2 Z, X4/3Y4/3 2 Z, X4yY4y 2 Z, 
fo erhellet, baß wenn biefeß ^robult einer ^otenj 
*>om mten Örabe gleich fet)n folle, ein jjeber einjelner 
^aftor biefer ^otenj gleich fepn muffe. 

, ■ \ öß 
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bereit 9>rotmfte a^ntic^e $unftionen ftnt>* 23? 



<5$ fet? alfo T ' ' 

X 4- *Y 4- * 3 Z = (x4- «y + * 3 z) m — 
aber biß (e 3 tere ©lieb , nacfy bem Steutonifdjen 
2el;rfa£e entwickelt, gibt 

m /■tn-lx n./,.£ 

v x“ + mx m * I (y + «z)«+ ix m ‘ s (y + cczfaT 

2 

ffi/m-h f m-3-v 

+ 3.. 'S ' x m " 3 (y+az) 3 a 3 +:c. 

• 2.3 

ober wenn man y + « z wirfltcfj in feine t>erfd?icbcne 
^)otenjcn ergebt, unb nad? « ovbnet: 

x m + rax ”* 1 » + (mx ro " r z + _^ ^x m * 3 y 3 ) cC 

+ (m (m-i) x m ' 3 yz + T~ r ) C~ 3 ) x 1 ”' 3 y 3 ) « 3 

2 . 3 

&c. 



2)a aber baö (§5efcj ber ©lieber in btefer £Kci^c 
nid)t beutlid? in bie Singen fallt , fo trollen wir öliges 
mein annel;tnen, eö fei? 

(x + uy + «rz) m = P+ P l * 4- P If * 3 + P m « 3 
4-,P lv « 4 4-u* 



wo 



P = x m * 
pi _ myp ( 



pn__ (m-Q yP 1 4- 2 w 2 pr 

' 2X 

piu_ (m- 2 )y P u + (am-QzP 1 * 



3* 



P 1V =» Cni-3) yP 111 4- (z m-fl) zP u 
4 x 



ic* 



gefut» 
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238 IX. $ap. S 3 on ölgefcaifcfjen jgunfttonen* 

gefunben wirb, wie ftef) burefy $utfe ber Differential? 
Otecfynung leidet jeigen läßt *). 

' Da aber et eine ber 5öurjeln ber ©leidjung 
s 3 — as 2 4- bs — c = o 
$ orftellt, fo iffc 

« 3 — a oc~ + baj — C = O; 

mithin 

*>) G(5 fetj nemlid) (x -t-«y + ct~ z) m = P + V'oe + P"« 2 
+ P'"« 3 + P 1V a 4 k. , wo nur « al3 ueränber» 
lieb betradjtet wirb , P, V, P" je. aber beftänbige 
©rbffea , ober ju beflimmenbe gunfttonen t>on x, 
y , z unb m ftnb. 2>a nun biefe ©leiebung ffit 
jeben Söertb »on et riebtig ferm foll , fo muß jie e$ 
aud) f ir oe = o ferm, ülber in btefem gall t>er* 
wanbeit ftd) (x + «y + a 2 z) m tn x m , unb bie Steibe 
P + P'a + aP'V IC. in P, mitbin ift P = x m . 

SBirb nun bie ©leiebung (x + «y + öTz) m = P+P'# 
+ P"« 2 . . . bifferenjirt , fo ergibt ftcb 
m(x + «y + a 2 z) m-I (y + 2az)da5=(P / + 2 P // & 
+ 3 P'" « 2 ) d x 

ober " ‘ - 

m (x + ay+ a 2 z) m_I (y + 2 «z) = P' + 2 V" ot 
+ 3 P ^at 2 . ...» 

fejt man hier abermal a=o, fo finbet ftd) nu m ~ r . 
y=P', mW, in P'= üli 

' X /_ • ' 1 

2luf eine ähnliche 2Irt finbet man ben 2Bcrtb t>on P", 
wen man bie ©leiebung m(x+«y+a*z) (y+ 2 az) 
= P / + 2 V"ce + 3 P /// « 2 . . » . «ufö neue bifferenjirt, 
unb fobann wieberum « = o fejt, unb fofort fnS 
Mnenblicbe, - 

• — - - - - 2f, b. it. 





Deren ^robufte d^nlic^e ^unftionen jihb. 239 
mithin 

« 3 = a« 3 - b« + c. ' 7 * . > r . ; 

« 4 = a« 3 - b* 3 + c*= (a 3 -b) « 3 - (ab-c)« + ac. 
« 5 = (a 2 - b) » 3 - (ab-c) x 2 + ac«; 

= (a 3 — 2 ab + c) « 2 — (a 3 b — b 2 -r ac) * 
+ (a 3 — b) c, u. f. n>. :r; i. n j ; . 

, . ■••• • ... u..y 

. ✓ . * . # t A 

Sft Älfo bet $ut je we$ett, . _ £ 

A 1 = o* 1 (■ ~ v» 

A n= I . . x 

A u — a. 

7 A IV =x= aA m — bA u + cA 1 
A v = aA IV — bA! ll -f cA u 
... A VI == aA v — bA lv + cA m ic. : } 

. . 1 * i:-V. . 

. B l = 1* 

B“ = o. ; " 7 V 

g[IU_. U _ 

B IV = aB m — bB 11 + cB‘ 

B v = aB lv — bß in + cB 11, v 
b vi = aB v — bß iv + cß 111 , 

c 1 == 0, ' .. -lV.«-. 

C u — o. 

C ni — c» 

c‘ v — aC IÜ — bC u + cC 1 . 

C v = aC IV — bC lI, + cC 11 . 

C VI = aC v — bC lv + cC m &c. 

fo wirb 

« = A 1 « 3 — B 1 « + C l 
* 3 =: A“ a 3 — B u * + C K V 

« 3 =A I,I a 3 — B ll, «+C UI , • 

« 4 = A 1V ** — B 1v ä + C IV &c. 

©ejt 
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240 IX. Äap. 58on algebtatfclKn funftioncit, 

©ejt man nun tiefe ^Bertfje in ten Stuöbru? für 
(x+ay+« 3 z) m , fo wirb ftdj ftnbeu, bagberfclbe 
auö trei feiten befielet, woöon ber erfte ganj ras 
tinat, ber jweite burefjauö mit «, unb ber britte 
burcfyauö mit « 3 muttipticirc ifi. 5öenn man'nun 
alfo ben erflen mit X , ben anbern-mit unb ben 
feritten mit Z ocrgleicfyt, fb finbet ftCf) 

X= P + P'C 1 + P lI C u + P IU C 1U + P iv c ,v :c. 

Y= - P'B 1 - P"ß»- P 1W B U - P IV B IV :c* :v 
Z= P'A 1 + P U A U + P IU A 1U + P^A 1 " ic. 
unb tiefe '©ertfye leiflcn bemnaefy ber (Steigung 
X + « Y + «* Z == (x + ct y + * 3 z) m 
©enuge. ©a aber « in ben 9tu$bru<fen X , Y unb Z 
gar nic£)t Oorforamt ; fo ifl auf eben bie 31 rt audf), 
wenn « in ß unb y berwanbett wirb, 

X + /3Y + /3 2 Z = (x+/3y + /3*z ) ra 
unb 

X + yY + y 2 Z = (x + yy + y* z) m 

. ■ • , V 

SOlultiplicirt man nun tiefe brei (Steigungen in 
einanber , fo ift alfo 

X 3 +aX 2 Y+Ca 3 -b)X 3 Z + bXY 2 +(ab- 3 c)XYZ 
+(b 3 -sac) XZ 3 + cY 3 + acY'Z + bcYZ 2 +c 3 Z 3 

= [x 3 +ax 3 y+ (a 3 -b) x 2 z+bxy 3 + (ab- sc)xyz 
+ (b 3 -sac) xz 3 + cy 3 +acy 2 z+bcyz 3 +c 3 z 3 ] m 

» V m * . ' d 

X V ’ !. . 

Stuf tiefe 9lrt frühen fid) atfo bie 5öertfe X, Y, 
Z'unb V, wctcfye bie brei uubefiimmten ©rbffen x, y 
tmb z entsaften. „„•«>} — £ . ; . ' & 

’»!■** •* u » " 

§• 94 * 
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fcemt 93 rotmfte dhnlicfje $unftionen futb. 241 



SBenn bic^ttttcfn i>on rier25imenftonen gefugt 
werben follten, welche eben bicfclbcn ©igenfehaften 
JE>dttefi , wie biejemgen, bte wir abgel)aubclt haben, 
fo mußte man l?ier g-actoren bon btefer Jorm b& 
trauten: 4 

x + « y + a 5 z + « 3 t* 
x + ßy + ß 2 z + ßh.’ 
x + yy + y 2 z + y 3 t. 
x +, jy--+ a 2 z + l 3 t. . 

5Ö<Sren nun u, ß, y, J'bic SIBurjelnber ©leichung 
s 4 — as 3 + bs 3 — es + d = o, >i 
fo w&rbe auch I;ier • . , • M 

CC + ß + y + $=3i, ; 

aß + ay + oc$ + ßy + yd* = b 
aßy + ocß$ + uyi + ßy$ — C 
ußy8 = d 

fepn, unb auf biefe 5Beifc ließen ftd) alle Soefffdens 
ten ber fccrfchiebcncn ©lieber beß ^Jrobuftß toott bem 
bic SRebe ift, ftnbcn, ol;ne baß eß n&tl;ig wSrc, bie 
3Burjeln a, ß, y, d* befonberß ju wißen. 25a aber 
t>crfd)iebne mühfame SRcbufttonen l;iebri fcorfommen, 
fo laßt ficf> auf folgcnbe , wie midi) bunft, leichtere 
Slvt, l;tebei ju SBctfe gel;en. 



SOZan fe|e allgemein x-P sy + s 5 z + s 3 !: == f, 
unb ba s burcf) bte©leichung s 4 -as 3 +bs 3 -cs+d=a 
beßimmt iß, fo eliminire man s auf bie gewöhnliche 
2lrt auß biefen beiben ©Idchungen, unb orbne tn ber 
barauß entfieringenben neuen ©leicßung bie ©lieber 
nadE) f / welche ©röße auf ben vierten ©rab feigen 
wirb, fo, baß btefe ©leichung alfo norgeßellt werben 
fann f 4 — Nf 3 + Pf 3 — Qf + R = o. 



• ITI.'theil* 



Q atber 
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142 IX. St 93ott alöe&raifc&ett $unftfotten jc. 

Qlbet Mcfe ©leidfjung in (> fteiget mir beßwegen 
auf ben toierten ©rab, weit s toter ©ertfye «, ß, y, S 
tyaben fann, unb fo fann betmtaef) aud) f folgenbe 
toter correfponbtrenbe ©ertfye fyaben: 
u + uy + « 2 z + « 3 t. 

et + ß y + ß 2 z + /3 3 t. • 

et + y y + y 3 z + yh, 

et + jy + i^z + d 3 t. 

treffe tiidjtö anberß alß bie $aftoren beß oben Bo 
melbten ^Probuftß fittb* ©eil aber baß lejte ©lieb 
R baß $)robuft aller toter ©ur jeln ober ©ertfye toott 
(0 fepn rnug, fo folgt, baf biefe ©r&ffe R baß gefugte 
4>robuft fet). 

®odj genug toon btefer ©aterte, toon roetd£>er tefj 
toieUeicfjt an einem anbent Orte tnefyr reben werbe. 

hiermit befd;ltejfe icf) biefe ^ufafe, um nid£>t all« 
jttwettlduftg ju werben ; toiclleicfjt ftnbct man baö 
Bisherige fcfyon ju lang.- ®a aber bte©egenftönbe, 
bte icf) barinn abfyanbelte, metjfenß neu, ober wenig 
Bef annt ftnb , fo glaubte icf) etwaß außfü^rlid) fetjn 
$u muffen, um fowol bie ©etfjoben, beren td) tnidj 
Bebiente, alß if?re toerfdjiebenen Slttwenbungen in if?r 
getybrigeß fitest ju fegen. 

t. \ * ' * *• '>' 

c 

W ' w- . 

^ i , 



- .) 



Sa&ette 
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$ a 6 c ll e . •" I 

Ö6et t>ie in kiefern Steile enthaltene» Materien, 



SSottebe 

.1 . ; 

2 $otrebe beö Ueberfefet# -i ^ 

I. Kapitel. ?8on bcn fortlaufenben 53 ru<f)en i 

II. &. SDfethobe, biejentgen ganzen »}alcn ja 

befHmmen, bie unbeflimmte Formeln mit 
jroet unbekannten (Gt&fleri in Minima net« 
wanbeln M 55 

III. liebet bie 9 tufl 6 fung bet unbeftimm* 

ten (Gleichungen feom etflen(Gtab, mit jwei 
unbekannten ©t&fjcn, in ganzen 3«l«u iss 

III1. ä. Allgemeine ^etijobe, (Gleichungen • * 
mit jwei unbekannten (Gr&ffen , beten eine ' 
nicht übet ben etfien (Grab fieigt, in ganjen 
^alen aufjulbfcn. ■ 131 

V. ®itekte unb allgemeine 9 ftethobe, bi« • - 
^Betthe non x ju ftnben, welche ben Au& 
btuk Y' (a + bx + cx 3 ) tational machen, * 
unb bie (Gleichung Ap 3 + ßq 3 = Z®, in 
ganjen $alcn aufjul&fen. 138 

a 2 vi. 
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Tabelle. 

VI. 5 t Ueber Me bereiten unb breifacfyen 

©leidjljeiten. x 5 6 

VII. Ä. 2)irecte unb aßgemeine SOletfjobe, 
alle «Sertfje toon y in ganjen $aUn ju be# 
ftimnten, »obfordj ^(Ay 3 +B) rational 
gemacht werben fann , wenn A unb B ge# 

.Ti ;? gefeene ganje galen bebeuten, unb alle mbg# 
lid^c 2lufl6fungen ber unbefHmmten ©lei# 
jungen tnit jwei unbefannten ©rbfien in 
ganzen ^alen ju fmben. 161 

2lufl6fnng ber ©leidjung Cy -anyz 
+ Bz 3 = i in ganjen >$aten, 7 

©rfte SÖtetljobe „ i 60 

1 ir 3 wc iTe SDfatljobe 17 0 

$$on ber 2 lrt , au$ einer einzigen be# 
Kannten Sluffbfung ber ©leidjung Cy 3 
-2nyz + Bz 3 = i, alle anbere m&glidje ju 
. . ftnben. * 8 ® 

1 SDtetfyobe, alle m&glicfye Sluflbfimgen 
ber ©leidjungen ootn jweiten ©rabe, mit 
jwei unbefannten ©rbffen in ganjen *Jalen 
.. . 8 « ftnben. , . J 9 ° 

VIII. 5t 93emerfungen über Me ©leidjungen 
t>on ber ©eftalt p 3 = Aq 3 + i, unb über 

• Me gembfjntidje 9lrt, fie in ganjen ^alen 
i, t aufjulbfen. . ' ÄI 5 

IX. 5 t SDtetfcobe, Me algebratfdjen $unf# 
tionen aller ©rabe ju ftnben, welche inein# 

«Uber multiplijirt, immer äfjnlidje §unf# 
tionen tyernorbringen, - 225 

t: l .. 

,: r ... Sln^ang. 
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I. 

allgemeiner 83en>eijj t >eS 23inomifcf)eit 
£e(jrfa&e$. 



§. i. 

f^\ct 53inomifd)e fiefyrfaj tfb Don fo gtoffet 
«x/ S£ßtcf>tig£cit , unb feine Slnwenbung fo Dielfad), 
ba$ man ftdj nidjt wunbem barf, wenn bie SDias 
tfyetnattEer, um bettfelben in fein gefy&rigeS £idE>t ja 
fefen, i(;n auf Derfcfyiebene Sitten ju etweifen ftdj 
bemühten. wenn man bebenEt, tote 

Diele 93eweife Don bem ^tljagorifdjen £el)tfa£e, 
Don ben ^arallelünien üortjauben ftnb, unb toie Diel 
baö @anje burdj biefe 9[^annid)falttgEcit gewonnen 
l;at, fo wirb and), wie id) Ijoffc, eine neue 3$eorie 
fce$ 53inomifcf)en 2el;rfa|eö, bie Dieüeidjt an 
(SrunbltcfyEeit Eeinet bet bereits Dorfjanbenen nacfyj 
fielet, unb nod) uberbiß auS ben einfachen ^rdmif* 
fcn {jetgeleitet ifE , nidjt ganj unangenehm fetjn. 
ifl babei gar nidijt Don SMfferenjialredjnung bie 3Kebe. 
Stn ©egentljeil Ijabe idfj mid> bemühet, ben gattjen 
SSeweiö auS ben erjten Slnfangögrunben bet Sllgcbra 
3U fcfybpfen. 




248 



21 n M n & 

§. 2 . 

idf aber ju bem wirtlichen BeweifJ übergehe, 
ift cö n&tl;ig, einige Betrachtungen über bie ©um* 
tnirung einiger 2fvei(;en, bie übrigend auch fd£>on an 
mtb für ftef) , nnb auffer ihrer Berbinbung mit ber 
Binomialformet tnerEwürbig ftnb,»oraud §u fd^icCcn . 

% 

£)icfe SReibcn ftnb nerrtfieb) biejenigen , bereu aU* 
gemeine 9tuöbrücfc 

ra (m + 1) ♦ m (m + 1) (m+2) ^ 

, 1.2 1.2. 3 

m(m + i) (m + 2) (m + 3) 

___ - - - — 

zc. ftnb. 

, , . 

5 Baö tch barüber ju fagen h«be, betrift bett Be* 
weiß für ben SlnöbruE ber ©umme, welcher auf eine 
folche 5 lrt geführt ift , ba$ bei bemfelben bie Bino* 
tnialformel nicht berettö jutn ©runb liegt. 

^ f * , r . . . . X 

§♦ 3 « 

2 $ mache ben Anfang mit ber 3 Reil;e 
1,3, 6 , 10 , 15 , 21 .... . 
beren ©lieber', wie begannt, baburcf) entfielen, bafj 
man immer »om etften an , fo »tele $alen in natür* 
lid)cr ^rbnung abbirt, alö bie Slnjal ber ©lieber 
beträgt. 

SOtan fe|e nemlich bie SReihe ber natürlichen £a* 
len über biefc ju betrachtenbe SKeihe , fo erhäjt man: 
1.2 3 4 5 6 .... nl; 

1 3 6 10 15 21 ... . 

wo baö jweite ©lieb 3 ber untern 3Reil;e bie©umme 
\ • »on 
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bon ben jwei erflen natürlichen >$alcu 1 unb 2 boxe 
flellt. ©ben (0 tfl baS brittc ©lieb 6 bie ©umme 
ber bret erflen >jalen 1, 2 unb 3, baS bierte bie ©um« 
me ber, hier erflen, unb baS mte ©lieb bie ©umme 
ber m erflen $alcn. 9 lun ifl bie ©umme bon m 
galctt, bon benen bie erfle 1 ifl, unb bie nach ber 
örbnung ber natürlichen $alcn, b.i/um 1 ju nehmen 



• .<r, '■ 



m(m + 1) 



1.2 

folglich ifl big ber ÖluSbrul beS mten ©liebS, unb 
alfo aud) ber allgemeine 3 luöbruf ber Öleibe 
t ~ m(tn+i) 



2>amit nun bie 93 lethebe,,berenich mich hei ©um« 
mirung biefer unb ber folgenden Leihen bcbtene,bcuts 
lieber in bie Slugen falle, will ich her ju fummiren« 
ben Öleibe eine beflimmte Slnjal bon ©liebem geben, 
3. Ö 3 . 5 ; unb fofort bie ©cljlüffc auf m ©lieber auS« 
behnen : wobei eS fxcf> übrigens ergeben wirb , baff 
bie babei gebrauchte 9 trt ju fchlieffen mit ber Slnjal 
ber ©lieber nichts gemein b<*t, unb alfo dlß bollfoms 
men allgentein betrachtet werben fann. 



©S folleu alfo juerfl 5, unb hernach m ©lieber 
ber Öleibe: - - + (■ , . 

1 , 3 , 6 , 10 * ‘15 * . . . m Q” - 1 - ■> 



fummtrt. werben. 

( - 

V- r ■ 
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Riebet fann matt atfo »erfahren : $a biefe ©um# 
tue, öermbge bet; ©ntftefyung bet; gegebenen 3 fteil)e, 
midi) atfo öorgeftellt »erben fann : 
i + ( I +2)+( i +2+3) + ( 1+2+3+4) + C 1+2+3+4+5) 
iittb für m ©lieber bur<f> 

i + (1+2) + (1+2+3) . . * +(1+2+3 * • ♦ +m) 
fo erhellet, 

1) bag 1 fe oft ju ftd) felbft abbirt wirb, al$©lie« 
ber toörljanbcn ftnb ; weil jebeö berfetben mit 1 
anfdngt ; folglich ift bie ©urnrne aller ©infyeif 
ten für 5 ©lieber 5 ♦ 1 ; unb für m ©lieber 
= m . 1» 

2) 3luf eine dfyitlidjeSlrt ftnbet ftdfj, bag bte ^al 2 
fo oft §u ft'cf) abbirt wirb, alö ©lieber toorfyanben 
ftnb, weniger ©inö, weil fie erft im jweiten an« 
fdngt, unb fofort ilr allen übrigen ftd) beftnbet. 
.Die ©ummc aller Zweier ift alfo für 5 ©lies 
ber =2(5-1), unb für m ©lieber =2(m~i). 

3) ©ben fo ift bie ©untme aller dreier für 5 
©lieber = 3 (5 — 2) unb für m ©lieber 
== 3 ( m — 2). 

• • * * -* /' * ' K 

4) Sie ©umme aller Vierer für 5 ©lieber tfl 

=4(5-3)/ für m©lieber=4(na~3) tc. 

^■olglicfy tft bie gefugte ©umme für 5 ©lieber 
t=i ♦ 5 + 2(5 — 0 + 3(5 — 2 ) + 4 (5 — 3) 
+ 5(5— 4) + 6 C5 — 5)/ 
unb für m ©lieber 

c=i , m+2(m-i) + 3(m-2)+4(-3) . ♦ . ♦ . 

; 1 " +(m + i)(m — m),. , 

aber erftere ift auef) : 

= 1.5 + 2 . 5 + 3 » 5 + 4 * 5 ■+ 5 • 5 + 6 ♦ 5 

— ( 2 ,i + S *3 + 3*4 + 4*5 + 5 » 6 ) 
i ■ ober 
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ober: 

= 5(1 + 2+3+4+54-6)- 2(1+3+6 + 10 + 15) 
fcjt matt bentnadj 1 + 3 + 6 + 10 + 15 = S fo tft : 
5 (i + 2 + 3 + 5 **.. + 6) — 2 S= S 

ober 1 + 2 + 3. »* + 6 = 6 * ? , folglich 

S = 5 * 6 * 

1.2.3 

Qluf eben bie Qlrt ftnbet ftdfj für m ©Hebet, beten 
©nmme S' beifien foll : 

m . 1 + 2 in + 3 m + 4 m . . . . + m(m+i) 

- a(l + 3 + 6 + ■”("■+ O ) 

J 2 

e== 1 + 3 + 6 +10 . . . + ^Cm + I) = s - 

I . 2 

obet ' f 

m(i + 2 + 3....4 : m + i) — 2 S'=S'. 
abet 

! + » + «.... + m + , — 0»+0(m + ») , 

V.- 1 . i 

g/ __ m (m + 1) (m + 2) 



? 3:-r 



3Benn alfo eine SRcitye öon m.^aten gegeben ifb, 

beten allgemeiner 2lu6bruE m ( m+ 1 ) ^ 

1 • 2 

i^te ©umme — m ( m+I )(rci+2) ^ 

• 1 ♦ 2 ♦ S ■ 

' * , ’•(*.«/••'«* - , 

J. 6 . 
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§. 6 . 



95on 6 er SReifye i, 3 , 6 , io, 15 . . m ( m + T )^ 

1.2 



gefje icfj nun ju biefer über : 
1 , 4, i°a 20/ 35/ 5 6 ♦ 



m(m+i)(m+ 2 ) 



i.a .3 

beren mteS ©Heb bie ©umtne t>on m ©liebem bet 
?ßor()ergd)enben tjl, fo wie m ©Heber toon biefer bie 
©utnrne toon ben m erflen natürlichen $alen öorflel* 
len. 25er allgemeine 2 luöbruf für baö mte ©lieb 
biefer neuen SKei^e , ijl alfo nacf) biefer ©ntjtefyungS« 
art 

= mOn+.Xmv») .- e<j Bjtb tie 



1 . 2 . . 3 .. 

SDlet^obe biefe SReibc ju fmrnniren, ber bei ber t>or/ 
hergetjenben ©ebraüdjten dfjnKdh fe^n. 



§. 7 * 

©5 feigen alfo borberfamjt wieberum bie 5 erflen 
©lieber ber SKei^e 1 . 4 . 10 . 20 . 35 . . ♦ , unb fo’ 
fort m ©lieber berfelben ju fummiren. 

25a biefelbige auö ber 33or^erge^enben nach bent 
erwdl;nten ©efc|e entfianben ijl, fo Idßt fse jtc^ audj 
alfo öor jlellen : 

1 2 3 4 5 .... m. 

1 4 .0 « 35 .... 

1 ♦ 2 ♦ 3 

(0/ 0+3> (1+3+6)/ (i+3+6+io), ( 1 + 3 ... + 15 )/ 4 ** 
(i + 3 +6 + ia..'... + flL^LLi2,) 

I . 2 
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folglich . 

i) toirb i fo oft ju ft cf) fetbfl abbirt , als ©Hebet 
ju fumtniren finb ; weil jebeö berfetben mit i 
«nf^ngt, ©afyer ift für fünf ©Hebet bie ©um* 
nte ber ©inl;eiten = 5 . i für m ©Heber =m . 1. 

&) 2Birb bie 3 f° °f t $ u f*d? f e ^f^ <*&&***/ alö 
©Heber 3n fummiren ftnb, weniger ©inö, »eit 
fte fcotn jweiten ©Heb an, in jjebem borlommt. 
Sllfo ifl für 5 ©Heber bie ©intime aller ©reier 
= 3 (5- 1) unb für m ©Uebeip =3(m-i). 

1 • ' ‘ Tr • - . \ 1 ’ ’ 1 \ . ' ’t i » 

3) ©a bie^ölö öom britten ©lieb an in allen bor* 
lommt, fb ifl bie ©umtne aller 6 für fünf ©He* 
bet=6(5-5i), unb für m©lieber=6(m-2). 

©ö ifl baljer bie ©umme S ber fünf erffen ©lieber 
= 1 ♦ 5 + 3 <5 - O + 6 (5 ■*-,«) + 10 (Sc 3> 
+ 15 (5-4) + 2i (5-5) 

ober 

5 (i+3+6+i 0+15+ai) - 3 (1+4+10+20+35)= 5, 
alfo 

5(i+3 + 6**. + äi) = S, 

aber 

1 + 3 + 0 ♦.♦• + *! = 6 * 7 * 8 t 

1 * » * 3 
alfo 

S — 5*6«7*8 > 

X « A • -3 « 4 

©ben fo, trenn S' bie ©umme ber m erflen©lies 
ber biefer 2fteil;e borfiellt, finbet man butefy dljnHc^e 
©dfllüflfe ; 

S'= 



/ 
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S — in . r + 3 (m-i) + 6 (m-2). .♦***. 
+ (m+i) (m+2) (m-m) ‘ 

I * 2 

»bet 

S' — m (r+ 3+6 . . . + 0 ^ 00 ^) 

• - ('1.3+2.6...+ m(m+ i )‘( m +2> t ) 

I ♦ 2 

9 lbet baö Sprobuft öctt brei $alen in natürlicher 
©rbnung, at$ m, m+i, m + 2, i(Hmmermit3 

teilbar , alfo ijl auch m ( m+I ) (m+2) m j t ^ ^1* 

1 .2 

Bar , folglich jebeö ©lieb beö ©ttbtrahenbuö ; folg« 
lieh ifi : 

S'= m (x + 3 + 6 . . .+ C °+0 

7 . 2 

- 3 (n- 4 4.T 0 ...t m t n| - | - I X m ^) ) 

1 * » ♦ 3 
aber 

1 + 3 + «:..+ c m+i ) ( m+s ) . 

1 . 2 

___ (m + 1) (m + 2) (m + 3)^ 

1 • 2 + 3 

3 -olglich ifi , - 

m(m+i) (m+2) (m+3) __ 3 s' = s'* 

1.2,3 
aifoettbüdj . . , 

g/ __ m(m+i) (m+2) (m+3) 

I + 2 ♦ 3 «4 . 

i+ £e!)rs 
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1 * 2 e $ t f a §♦ 

9ß$cnn In bet 3Reif)e 1, a, b, c, d ....... ♦ 

beten ©liebet nad) bem ©efej 

ra (m+i) (m+a) (m+3) * ... * (m+n) ; 



i . 2 ♦ 3 . 4 ...... . (n+i) 

fortr liefen, bie ©umme ber m crflen ©liebet 
^ m(m+i) (m+a) (m+3). . . (m+n) (m+n+i) 
1 . a . 3 ♦ 4 . . . (n+i) (n+a) 
ifl, unb auö biefen wieber eine neue fKei^c fotmitt 
' \’r. 

1, A, B, C, D &c, v v 
beten mteö ©lieb bie ©imune bet m erflen ©liebet 
ber fcotl;ergel;enben 3leit?e i(l , beffen allgemeiner 
Sluöbruf alfo 

_ m(m+i)(m+a)(m+3)...(m+n)(m+n+i) 

1 . 2 . 3 . 4 . . . . (n+i) (n+a) 
ift, fo wirb bie ©utnme S ton m ©liebem fciefet 
lejtern $Re$e » * • . • :::• »tv«*.? 

^ m (m+i) (m+a) . . . (m+n) (m+n+i) (m+n+a) 

1 . 2 .3 (n+i) (n+a) . (n+3) 

fc 9 n. 

/ . 

55 e n> e i 0. 

<B fep 

1 2 3 4 5 ... m m + i 

1 a b c d * . . p q 

1 A B C D ♦ ♦ ♦ P . ♦ . ♦ 4 

fo ift bet allgemeine 2lu$bruf für 

p — m(m+i)(m+a) ♦♦♦»** (m+n) 

1 ♦ 4 . 3 (n+i) 

unb 
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. i • 

unb aud eben bem ©runbe bet für 

n _ yC (m+i) (m+a) . . . ♦ £n*fn+r^ 

H ~ ■■■■ ■■ ■■ ^ , 

I . I 2-i '* . ' ♦ ' (tl+l) ‘ 

ferner, naefj bem Oikfcfc bev (JntjW&ung ber 9^etl;e 
i, A, B, C ic ? ifiber Allgemeine 2luöbru£ für P 

m (m+i) , ♦ (m+n) (m+n+i) ■ 

. i .z » 3 ./?♦ ;;»} v ♦ (n+i) (n+s) 

, * / * v , 

©obann folgt auö obigen 55 etrad[jtnngeh 
S = m(i+a+b+c ♦ . .+q) - (a+ab-^c , ! ♦ . +mq) 

= m ( i + a +b ♦ ,,♦♦♦+ q) 

- r a+ ,^c...4 - m CA+O (m+3),,.(ntt-n+i) 

: - ....(a+l) • 

\ y M 

’ ’f < 

*\‘ * * * * ' 

Sttber cö ift eine betanate ©gcnf<f)aft r ber »Jäten, 
ba§ ein ^robuft öon jwei $af toten, bie in naturti« 
djetOtbnung fteigetr, b.h um i jHncfjmen, fictj burefy 
2 tfyeiten üfjt, ein ^öröbtif t bott breibergteidjen ftacs 
toten burd) 3 :c, $4 nun v. ü*. ü . 

• in (in 4- 1 ) Ori+a) » ♦ , (m-f-n-M) 

\ f. i.‘j ♦ 2 A { 3 sO. * ♦ * S(n + £ ) 
ein fofdfjeö ^tobttft ijt, fo wirb cö fidf> ebenfalls burdj 
eine 3 al treiben taffen, voetd)C -bie SERcnge biefer %ate 
toten auSbruft. SDiefe lejteve ift nun =n+2 r ; benn 
etflenS. begreift fte biejenigen toten, »etdjc baö 
^Probutt t;at, wenn n bcrfdjicbcne ^Bertfje beigetegt 
»erben, unb b’iefe ’Sfnjat)! ift fo grog, als n Gsinfyev» 
ten fyaben f amt» greeitenSanuffen fyicju noch biejef 
nigen geregnet »erben, »eldje ba 3 ^3tobuft für n=o 
fyat, unb biefe fTnb *»et, nemlidj m, unb jn + n+i, 
ober m+i* 2tlfo tft fcicQXnjaX ^r jaf toten =n+2» 
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Jolglid) lagt fid) 

m(m+i)(m+a)... (m+n+i) 

1 . 2 . 3 . . . . . ( n + 1 ) 

mit n+2 traten; ba$ ift: ba$ allgemeine ©lieb ber 
SReifye 

a+2b + 3 c...+ m ( m+I > Cm+2) . . . (m+n+i) 
1 ♦ 2 » 3 ». 

lägt fid) bamit Reifen: folglich alle ©lieber: folg* 
lief) ift 

S = m (i+a+b . ♦ . +q) — (n+2) 4 
r a + 2 b + 3c . . . +m (m + i) . * . (m+n+0) 

l n + 2 1 . 2....(n+i) (n+2)J 

2lber 

m (m + i) (m + 2) . . . . . (m + n+i) 

1 . 2 . 3........ f n*^ x n+2) 

ift ber allgemeine 2lubbru£ für alle ©lieber bon S, 
folglid; ift 

a + 2b + 3 c... + m (m+i) (m+2)...(m+n+i) 

n+2 1.2 ♦ 3 . . . (n+iYn+2) 

S felbften : 

2llfo ift auef) 

S = m(i + a+b... +q) — (n+2)S 
ober: 

(n+ 3 )S = m (i+a + b . . . +q). 

2lber 1 +a+b . . . + q 

= (m+i) (m+2) . . . .(m+n+i) (m+11+2) 

i, . 2..*.(n+i) (a+2) 

ID. Cbeil. «K folglich 
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folglich 

c _m(m+i)(m+2)(m+3) < ..(m+n)(m-fn+i)(m +n+a) 

1,2,3, 4 , , , (n+i) (n+2) (n+3) 

welcheö ju erwetfen war, 

Binomifcher £ e h * f a 3. 

liefet ©aj lehret baö Binomium (a+b) m ent # 
wirf ein , ober eö in eine SReifye berwanbeln, reelle 
bem ^)robuft bon m gleiten Jaftorcn, wie (a+b) 
gleich i(l, Jgiebei fommt nun zweierlei §u betrachten 
bor: Einmal baö ©efej, nach welchem fuh bie <£xt 

yonenten bon a unb b rieten, unb fobann baöjcnigc, 
wetd;cö bie €oeff?jienten beobachten. 

Um nun bie Untersuchung ju erleichtern, ifl cd, 
wie befannt, fd^on genug, nur ben Öluöbrul (i+x) m 
ju betrachten, weil 

( L\in _ m 

1 + 5) a = (i+x) m a ra ifl. 

a 

L •, - : 9 * , 

fet) bemnach ber ütuöbruf (1 + x) ra ju ent# 
wicfeltt , ober 1 + x in bie mte ^otenj ju erheben, 
unb borberfamft m eine ganje bejahte »3*1/ f» ergeben 
ftch borerft folgenbe Betrachtungen : 

j 

1) £)er 3lu$bruf f&r (1 + x) m mag fe^n welcher 
er will, fo fängt berfelbe bod) immer für jebeö 
m mit 1 an. 25 enn 
(l+x) m (i+X) (i+x) (i+x) 

9Run ifl baö ^)robuft aller erften ©lieber biefet 
m Jaftoren = i m = 1 , folglich tc. 
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2 ) 9tuS eben bctn ©runbe ifl baS lejte ©lieb 
= x m ; wcid)eS wie N° i erwiefen werben 
fann, wenn man 

(i+x) m = (x+i) m = (x+i) (x+l). 
fejt. 

* • • . 1 • 

3 ) 25er9luSbruf fur(i+x) m ifl einer fReitje gl cid), 
beten jcbeS ©lieb, baS ctfle ausgenommen, ^)o# 
tenjen bon x enthalt, beren ©rponenten nach 
ber Drbnung ber natürlichen >}alen bon i an 
fleigen. ®enn burd) bie Sttultiplication mit 
bem $aftor r bleiben alle nicbere ^otenjen 
borhanben, unb burcf> bie ^ultiplication mit 
x wirb bie h&chfie ^3otenj beS 5DtultiplicanbuS 
um eine ©inheit bermehrt. fftun gcl;en in 
(i+x) 2 == 1 + ax + x 2 ; alle ©lieber nach 
erwähnten ©efefe fort; folglich auc h Ä ^ e h^ wc 
^otenjen. 

4) folglich ift 

(i + x) m = 1 +Ax + Bx* + Cx 3 + x” ♦ . 
wo A, B, C tc. feine ^unftionen bon x mehr 
fetjn fbnnen, weil fonft bie 3f^eil;e nicht fo wäre, 
wie fte nach & em fo eben erwiefenen fcpn mufl. 
SEBaS eS aber mit biefen (Soefftcicnten für eine 
53cfchaffenl;eit l;abc, wirb ftd) fogleich jeigen* 

2 . £ e h r f a j. 

5 öcnn 1 + x in bie m -f- ite ^otenj erhoben 
wirb ; fo ifl ber ©oeffteient eines gewiffen ©liebS ber 
hieraus cntflehenbenben SRcihe gleich ber ©umme ber 
©ocffi'cienten eben beffelbcn ©liebS ber mten ^)otenj 
unb bcSjcnigen beS borhergehenben ©liebS biefer 
mten ^otens, 

IR 2 93eweifk 
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' 

93 e w c t ff. 
fep 

(i+x)”=i+Ax+Bx Ä . . . +Px m “ 2 +Qx* n_I + x“ 
9Bctin mm biefe IKci^e mit(i+x) multipücirt wirb; 
fo ergibt fi<f) 

(i +x) m+T = i + (A+i)x+(A + B) x* ... 

+ (P + Q) x”- 1 + (Q + i)x m + x*+*. 
nemltch: Sfa&em man juerfl bie Sfteihe 
i + Ax + Bx J ...„ m .„ 

mit i multipttcirt , ert;dlt man eben biefelbe wieber. 
^nbem man aber ^ernac^ auch mit x multiplijirt, er# 
h5lt man in Slbftcht ber (Soefftjientcn jwat ebenbic# 
fclbe £Keib?e , aber bie jebem Soeffrcicntcn jugeh&rige 
^Dotenj »an x wirb um i nermehrt. folglich wer# 
ben bie ©lieber ber lejteren SReifjc, um ju benen 
gleichartigen ber erjtcren abbirt werben ju fonnen, 
fSmmtlich um eine ©teile gegen bie SRecf^te geruft ; 
folglich ijt in ber ©umtne ber ßoeffteient non x ra_I 
gleich bem €oefftdentcn non x m_x ber 2ReU;e nor 
(i -f x) m nermehrt um ben Soefftdentcn nott x m_J 
biefer lejtern ^Jotenj: ober eö ift P -f Q ber ßoefft# 
jient non x"* -1 in (i + x) ,n+I * 

§. IO. 

<56 ifl alfo ber Soefft jient non x' 1 in (i -f-xY n+n 
gleich ber ©umtne aller ßoefftjienten non x q_I ber 
^otenjen (i + x) m , (i +x) D - 1 , bid (i +x)' n+n " 1 
nermehrt um ben ßocfftjienten non x 1 ' in (i + x) m . 
&enn wenn man bie ^potenj (i+x) m+I abermal mit 
i + x multiplidrt, fo gilt non ben ßoefftjienten ber 
hierauf entfpringenben Oleil;e eben baö, waö wir für 
(i+x) m+i erwiefen l;aben, unb fofort inö Unenbliche. 
* 
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(£ö fep alfo 

(i+x) m =i+A x + B x*«. + P x q-I + Q x q ... 
(1 + x) m+I = 1 + A' x + B' x 2 ..» + P' x q_I + Q ' x q ... 

( r + x) m + 2 = 1 + A"x + B"x 2 .„ + P // x q " 1 + Q"x q ... 

♦ ♦♦♦♦♦♦*♦♦«♦♦ ♦ ♦ 

*» • 

ferner 

(i+x) m+n “ I = 1 + A n-r x.... + P B “ r x' 5 “ 1 + Q n_I x q ..» 
(i+x) m+B = 1 + A” x.„. + P n x q_I + Q n ' x q *** 

wo übrigens, wie beutlicf) erhellet, A, h", A n__I ic. 
willfüfyrlidf) bejeiefjnete (Soefjftjientcn »orfteÜen. ©0 
iffc Q' — Q A -f P'; ba aber Q' fetbft wiber ==Q4-P 
ifi : fo wirb baburd^) Q"= Q -f P 4- P'* 9tuf eine 
ganj <il;nlid}e 9lrt ju (erliefen ftnbet fid£> nadfj Hefen 
<Srunbfä§en 

Q n = Q + P + P / + P"+ P'" *+ P n_r 

§. II . ' - 

5Bettn bemnac^ bie gweitc ^>otenj non 1 -f- x, 
ttcmlid^ 1 + 2x +x s als begannt angenommen wirb, 
fo laffen fid) bie übrigen bntdEj blofeö 9lbbiren frnben, 
wobei iä) midf> aber nidEjt auffyaltcn will, 

91 n f g a b e. 

9ftan (off bie ^3otcnj 

(1 +x) m = 1 + Ax + Bx a ...„„*„ + x m , 

burd? 93efümmung ber Soeffijicnten auö ben biSfyeru 

$en ©efefen allgemein entwirf ein. 

91 u f t 6 f u n g. 

1) A befielt auS ber ©timtne fo HcIcrSinfyciten, 
als baS ^robu£t(i+x) m öfteren fat/ weniger 
- 3R 3 i, 



A 
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« 

i , tcrmcfyrt um bcn (Socfftjienten ton x in 
i + x ; b. i, A— m — i + i = m. &iß 
ifi ölfo ber allgemeine 2luöbru£ bcö Soefficien* 
ten aller jtteiten ©lieber ton i + x m . 

2) B ifr bic ©utnnte aller Cocfftjicntcn ton x 1 , 
ton bcr jvreiten ^>otenj ton (1 +x) Wö auf bie 
m - ite potem, tcrmcfyrt um bie (Jini) eit, alö 
ßocifxjient ton x 2 in (1+x) 2 : ober 

. B = 1 + 2 + m — 1 = m(m 1 f 

I . 2 

welcbcö alfo bcr allgemeine 9 luöbru£ aller (Jocf# 
fijicnten bcr britten ©lieber in (i+x) m ifh 

3) C befielt auö ber Summe aller Socffijicntett 
ton x 2 , ton ber britten Potenj ton 1 + x an, 
bib auf bie m — ite, termel;rt um bie ©infjeit', 
al$ Soeffijient ton x 3 in (1 +x) 3 . 

(Jö ifl aber nadj bem fo eben (Jrwiefenen 
ber 9 luebru£ ber £oc{fi$tenten ton x 2 für bie 
mte potenj 

m(m - t) ♦ 

1 . 2 

3tffo für bie m — ite potenj 

= Ctn-0 (m-2) ^ 

1 . 2 

mithin iffc 

C = ,+3 + Qn-OCm-») . 

I . 2 

2 )ie 9 tnjal ber ©lieber, bie l;ier fummirt wer# 
bcn follcn, ifl bemnad) fo groß, alb bie 3lnjat 

ber 
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ber fiixttoven bie mit ( 1 +x) 2 multiplicirt, bte ^)o? 
tenj (i+x) m_I fycrborbringcn, tcrmeljrt um 1 $ 
baß ijl: biefeOlttjal, bic icf> y fyeijfen roiÜ=m-2, 

folglich C = 1 + 3....«...» + y (y+l) f 

1.2 

i 

mithin nad^t bcm obigen C= y ( y+I )(y +2 ) ^ 

1.2.3 

ober C = mQn-QCm-a) 
1.2.3 

toelcfyeß bafyet bet allgemeine 3 lußbrul beß 
vierten ©liebß in (1 + x) m ijl. 

4) Dalßßoefftjient ton x 4 in (i+x) m befielt auß 
ber ©umme ber (Soefftjicnten ton x 3 ton bet 
vierten ^otenj to (1 + x) biß auf bie m - ite 
^Dotenj, tcrmefyrt um bie ©nfyeit, alß Soefjts 
jieut ton x 4 in (1+x) 4 . Sß ijl abet allgemein 
net 3 lußbruf beß Soefftjienten ton X 3 fftr bte 
mtc iJ)oten$ 

__ m (m — 1) (m — 2) 

1.2 . 3 

mithin berjenige für ben Soeffijtenten ton x 3 
in ber m — iten ^Jotenj 

_ (m-r)Cm-2)(m-3) ^ 

1.2. 3 

folglich ijl 

D= 1 + 4..... + 0 ° - 0 (m - Q (m - 3) . 

I . 2 . 3 

£>ie2lttjal ber f)ier ju fumirenben ©lieber ijl nun 
wieberum glcidj ber Slnjal ber ^froren, bie mit 
(1+x) 3 multiv'ltätrt (i+x) m_I tjertorbringeti , ter* 

SK 4 mel;rt 
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tnel;rt um i ; l;cigt bal;er bicfeStnjat triebet wie oben 
y , fo tffc y = m-3, alfo 

d = i + 4 + y (y+O (y+3) , 

1*3.3 



D = y(y+i)Cy+3)(y+ 3 ) f 

i • 2 ♦ 3 * 4 



D = mCm-i) (m-2) (m-3^ 
1 . 2 . 3 *' 4 



§. 12 * 

Um nunmehr auf einen allgemeinen 2luöbru! ju 
Jomnten, fe$ 

(i+x) m =i + Ax +Bx 5 ...... + Lx n-I + Mx n ,..«+ x m . 

too L ttnb M bie (Socfftjicnten jtteier aufeinanbet fols 
gettben ©lieber torjMen. 

©ö befielt betmtadj M aitö bet (Summe aller 
©oeffijicntcn ton x“ -1 ton bet nten ^otenj oen 
(i+x) biö auf bie m — ite, termebrt um bie ©in* 
tyit, alö ©oeffijient ton x“ in (i+x) n * ®ie 2tnjal 
y ber ju fummirenben ©liebet i(l alfo fo groß, alö 
bie SJtnjat bet ^raf toten, bie mit (i+x) n_1 multiyli* 
cirt, bie $>otcn$ (.i+x) m_I bertorbringen , tetmebrt 
um i, ober c$ ifiy => m - n + i = m - ( n - i). 

©6 ift aber bet allgemeine SluöbruJ beS ©oefft* 
Stenten ton x n_I für bie m — ite ^)otcnj 

(m-i) (m-a) (m-3) [ m - (n-i) ] 
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Sttfo {ft 

__ y (y + 2) (y + 2) (y 4- n — 1) 

* « *■ ;; 3 «*.*****«*. s 

1 ober enbticf) 

Tvr m(m-i) (m- 2) [ m-(n - 1)] 

1 ♦ * . 3««..*.. u 

SU'cr bet allgemeine 2 lu 6 bruf be$ Soeffxjictiten Von 
x ”“ 1 für bie m - ite ^)oten§ ift für ba$ jrceite, brit* 
te, feierte, fünfte (Stieb in 

(i+x) m = 1 + Ax + Bx 5 + Cx 3 + Dx 4 +Ex 5 ««* 
richtig, atfp aud£j M für baö britte, feierte, fünfte unb 
fehlte, unb fotgtidj für alle fotgenbe. 

t \ ' * • 1 

*»Tf; : . $•: . ^ 3 * 

^ßenn bemnaef) m eine ganje bejahte »Jat Beben« 
tet, fo ift 

(i+x) m = i +m x + x* 

I .2 

+ (m-g) X 3 

... ... i ♦. 2 l:«l r 3 i 

m(m- i)(m-2) (m- 3 ) 4 

— A. 

I . 2 .3 . 4 

+ m (m-i) (m-2) (m- 3 ) w [tn-(n-i)] ^ 

i • 2 * 1 3 ♦ 4 n 

3* 2 e I; r f a 3. 

2Öcnn in ber SKeil;e P=i + ax+bx a «.-*.+px % 
bie Soeffoienten nidtjt nach) bem (Sefej ber 53inomial« 
formet (i+x) n fortgct)en, fonbern nad£> irgenb einem 
anbern; / 58 enn atfo P nictit = (i+x) n ift, unb eö 
wirb biefe Sfleibe mit (i + x) m = i + mx 

5K 5 + 



/ 
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(KtiHu 
+ m C 111-1 ) x 2 .« , 

I ♦ 2 

muttiplicirt: ©o gefjen im^hobuEte bie ©oefftjiett« 

ten ebenfalls nicf>t nad) btefcr 33inomialformel fort. 



55 e to e i ff. 

P(i+x) m = i+(a+m)x+[b+!lL(!!Lli2]x^... 

1.2 

©icngen nun bic ©Heber btefcr 3Reif)e nadj ber 55ü 
uomialformel, fo wehen fte, weil nad? ben obigen ©e* 
fegen ber ©oefftjicnt i>on x 1 , immer glcidj bem ©rpo* 
renten ber jn erfyebenben ^)otenj non (i+x) ifl, and 
ber ©ntwicEelung t>ou (i+x)* +m entfEanben: folg? 
lid) whe P (i+x) m = (i+x)* +m , unb mithin gegett 
bie angenommene 55ebingung, P= (i+x)\ 



4. £ e fj r f a j. 

5ftan barf in 

(i+x) m = i + mx + m ( m ~ I ) x 1 ........... 

1 . 2 

ben Sßertlj bon m auef) berneint nehmen, ober baö 
bieder entbeEte ©efej gilt auefy für negatibe ©rpo* 

nenteiu 

> 



£)« 



55 e w e i ff» 



O+t) ”= (TTIr = 



itmrtlüMx 1 , 

* 






/ 
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ift, unb bei ber wirtlidjcn ®ibifton alle ^ 3 otenjen 
bott x, bon x° an borfontmen, weil fie alle mtüften# 
ticr borfyanben finb , unb ber >JÄler 1 tft, fo tffc alfo 

( 1 + x )~ m = 1 + oiX + ßx 2 + y x 3 

wo bic (Socfftjienten einftweiten nod) unbeftimmt fet;n 
(ollen. 

Sßun werbe (i+x} -m mit (i+x) n multiplijirt, 
(0 erhalt man (i+x; n *~ m : ©cjt man bemnadj 
n > m, unb n — m = p, fo tft nad) bem borget* 
gcljcnben 

(i+x) p = 1 + p x + P ( P~ T) x a .... 

> 1.2 



STCun tft (1 + x) n ebenfalls 

= x»..„ ■ 

I . 2 

5Benn alfo bie Oleine bon (i+x)~ m nidjt nad> ben 
©cfc§cn bcö ^8inomifd)en £efyrfa£cö fortliefe , fo 
fbnnte aud) bie bor i+x)* 1 welche burd) bieSDlulttplis 

cation bon i+«x + ßx 2 mit 

T + nx+ n(n-i) x , 

I . 2 

entspringt, nid)t nach bem 83inomifd>en £e^rfa|c 
fortgcfycn, (wie im 1 orl;ergel;enbcn ©afe erwiefen 
worben ift.) j^ofgftd^ :c. 

. §• 14* 

5öenn baffer in (i+x) m ber SSJertfy bon m ber# 
neint genommen wirb, ftnbet fidfj: 

0 +*) 
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(.+*)-"= i -m x + 

■ 1 • a 

— M(m+i)(m+2) x 3_ 

' i . a . 3 

m(m+i)(m+a) (m+n) v n + r 

x . * . 3 “+* 

■ 5 ' - 

+ xn(m+i)(m+2) (m+n+i) x «+*^ 

i , a . 3 (*»+*) 





t 



II. 
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II. 

fReuc SDletfjoDe, Die £§eiler Der 3^eu 
ju fuibett. 



ßeljre tton ben ^3ttmjalen unb bett geifern 
<X^/ ber^alcnift bei weitem nocfynicijt nadj SBcvfydlt* 
nie il;vcr < ü$icf)tigfeit bearbeitet. 9licf>t einmal and# 
jeidjnenbe allgemeine SDfarfmale finb begannt , burcfj 
weiche fid) erficre bon ben lejtercn nnterfcfjeiben laf# 
fen. Sfnbeffen ftnben fid) in ben öortreflid)cn ©djrif# 
ten fcon ©ul er, ßatnbert tc. fcl;r fmnrcidje lln* 
terfudjungen über Hefe SÖfaterie. SSefotibcrd gab 
lejtercr in feinen ^Beiträgen einige STetfyoben, bie 
&l;eiler ber £alcn ju entbeefen. ®afjl fie aber ben# 
nodj bet weitem bie ©adje niefjt erfcf)6pfen, aufferbem 
baff fie dufferfb inbireft finb, unb oft fcl;r lange SRcdp 
mtngen erforbern, werbe id; wol fyier nid;t er ft er# 
weifen bürfen. ©d wirb bafjer ben ßiebl;abern biefer 
©attungen bon Problemen bielleidjt nidjt ganj nn# 
angenehm fetyn, wenn idj ifyncn folgenbeUnterfud>un# 
gen über biefen ©egenflanb borlegc,unb baburcf) einen 
28eg jnr allgemeinflen Sluflbfung ber Jrage bo« ben 
Steilem ber £alen bafyne. , , . 



ölufgabe. 
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Aufgabe. 

SBenn A eine ungerabe, au3 ben ungcraben $af* 
toten, m unb n beftefyenbe $al bebeutet, ein z ju fiw 
fcen, weld)eö fo befcfyaffen tfl, baß A + z 2 ein Äüua« 
brat in ganjen >}aleu werbe» 



SDum fefe 
foift: 
ober: 



Sluflbfung. 



m . n + z 2 = y 2 ; 



m . n = y 2 - z 2 , 



m . n = (y+z) » B. ^ / 

B 

wo B jebe $al bcbeuten fann. 



9lun tnacfye man fblgenbe 33ertfyetfung: 

m = (y + z). B unb n = ^ Z f unb eliminire 

B 

*uö beibenÖieidjungen y; fo ftnbet fid) z= m ~ n ^ ’ 

2 B 

unb biefet £öerti; terwanbeit ftd^ für 
B = i in 

z=ü^; 

2 

»eldjeö immer eine gaitje $at i(l» 

© a j. 

5Bemt bie gat A eine ^rirnjat ift, fo gibt e$ 
nur eine einjigeö z, baö fo tfl, baß A+ z 2 ein D.ua* 
brat in ganzen ^alen wirb. aber A feine “»Prirnjai, 

' • • fo 
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fo fann man wenigjtend j»ei terfcbiebene z angeben, 
beten üuabtate §u A abbirt, »ieberum ein üuabrat 
in ganjen 3 aIen t;evborbtingen, v 

55 e » e i ff, 

®enn bte $af toten ton einet $al A, m unb n 
beiffen ; fo »trb, nad) bet 2lufl6fung bet erflen 3iufs 

gäbe, in A + z* == y a , z = m n fepn. 

3 

5 Bemt nun A eine ^rrntjalift, fo bat fte leine atu 
bte $raf toten, ald A = m , unb 1 = n, mithin 

gibt ed für biefen gfatf nur ein eittjiged z = ^ If 

2 

bejfen üuabrat 311 A abbitt , toiebet ein jQuabrat in 
ganjen 3gten »irb, 

3 ft «bet A feine ^rintjat, fo bat fte auffet ben 
5 af toten A unb inoef) anbre, afd m unb n; folglich 

gibt cd f?iet ein z = i unb ein anbered 

2 

== ™ 2 f woton biß lejtetc Heiner fepn muff, 

2 

ald bad erjlere. 

1 « 

J^ier bitten wir atfo ein unterfcf)eibenbcö ^entu 
jeicben bet ^ritnjalen gefunben. ©efcjt netnlid) ed 
»erbe, um jugleicb einige SSeifpiele ju geben, gefragt, 
ob 143 eine ^rimjal fep , ober ntd)t? fo fommt ed 

alfo batauf an, ob ed auffet z =s ; 1 43 1 — 

2 - • 1 

noch ein fleineted gibt, beffen üuabrat ju 143 abbitt, 
»iebet einäuabrat »itb, unb ba 1/ter fogleicb -erbeUet, 

baß 
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tag 143 + 1 = 144 - 12 3 if unb mithin z =» r 
cSenfattö eine ©enuge teilet, fo folgt ofyne weiteres, 
bag 143 feine ^rimjal feytt f&nne. 

hingegen tfl 3, 95 . 2g eine ^)rim}«f, bennaujfer 
z= " 9 ~_ =14 ftnbet fidfj feine f teinere >&l, 

Qr 

teit .ünabrat ju 29 abbirt wieber ein üuabrat gibt, 
welches barauS ju erfefyen, »eit ju 29 naefy unb nadj aüe 
ungerabe $aten bon 1 bis 29 abbirt werben fonnen, 
ofyitc bag man auf eine anbre üuabratjal f ommt, atS 

biejenige, »etetje burcf> z =' 2r ^ 1 =14 gefunben 
. % 

wirb. 

Sag man aber nicfyt nbtfyig fyabe, eine fotefje 
müfyfame Qlbbition wtrftidj borjunetjmen , »erben 
»ir weiter unten jetgen. 



Aufgabe. 

2luS einem befanntenz, »etdjeS A+z a ju einem 

boEfomntnen £luabrat in ganjen ^aten madjt, unb 

A— 1 / 

fteiner ift, als bie öfteren bon A ju ftnben. 

2 

\ 

51 u f l 6 f u n g. 

©efejt biefe Jaftoren fepen m unb n, fo ift atfo 

. A=mnitnbz= m 11 /»orauSm=z+v(A4-z 2 ) 
a 

unb n = - z + v (A + z ) gefunben wirb. 

1. 
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i. 95 e i f y i e I. 

50 ?an fucfjt btc Jaf toren i>on A = 493. $ter tjl 

493 + l2 = 493 + 1 = 494 

493 + 2 3 = 493 + 1 + 3 = 497 

493 + 3 2 — 493 + 1 + 3 + 5 = 5°^ 

493 + 4 2 = 493 + 5°9 

493 + 5 2 = 493 + i.~™+ 9 = 5*8 

493 + 6 3 = 493 + 1. — ...+ 11 = 529=23* 

alfo z == 6 ; mithin 

m= 6 + r (493 + 36) 

obet 

m = 6 + 23 = 29 

unb 

m = — 6 + 23 = 17 

beten ^>robuft audf) witllid) 493 gibt. 

2. 95 eifpiel. 

fe^ A = 53297 ; fo ftnbct ftd^ f>ier, wenn 
matt alle ungetabegalen öon 1 bi$ 15 abbirt,53297 
+ 8 2 = 5336 i = 231*, folglich ift z =8, alfo 
m= 8 4 231 — 239 unb n = — 8 + 231 
= 223. 

2öenn man alfo eine SCftetfyobc l;<£tte, auf eine 
furje 2 lrt für jebeö A bagjenige z, baö f leinet, alö 

f ifl, gn ftnben , beffen .Quadrat 31t A abbirt, 

wiebetum ein Quadrat witb , fo wate ba$ Problem 
feon ben Steilem bet $alen auf baS fcollftanbtgjte 
«ufgelbgt. 

^olgenbe ^Betrachtungen wetben nun auf eine 
fold^e SSJiet^obe fugten, bie jwat nid^t in allen 
IH. Ibeil. © nut 
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mtv Heine fRedjnungcn erfrrbert , aber boef) il;rer 
©infai)l;eit wegen immer brauchbar ifl. 

OJlan mache Vorberfamjl folgenbe SRei^ett 

12345 67891° »♦♦♦♦♦♦* 

1 4 9 16 25 36 49 64 81 100 ♦♦♦♦♦♦♦♦ 

3 5 7 9 11 13 15 i 7 i 9 

8 12 16 20 24 28 3a 36 

15 21 27 33 39 45 51 

24 32 40 48 56 64 ........ 

35 45 55 65 75 

&c. 

welche burcf> bic ©ubtraction ber in ber ^weiten 
£Reit;e bejä^neten £luabrate ber natürlichen $alcn 
entfielen. 

OBenn man aber bic Stnfangöglieber biefer 2)iffb 
renjreihcn 3 , 8/ 15/ 24, 35 zc. betrachtet , (0 
ftnbct fid) leidet , baff fic fetbft wieberum eine ^ro* 
greffton bilben, beren allgemeiner Qluöbrut für baö 
©heb n = n (n + 2) ifl. ®icfe $Kcil)c feil bie fenf< 
rechte heiffen. ©ebann ifl jebeö ©lieb n (n + 2) 
biefer (entrechten üvcilje 2lnfang$glicb einer ^»orijons 
talreil;e beren Unterfd)ieb = 2 n ijl ; folglich ber 
allgemeine SluSbrut für ein ©lieb x einer J^orijotv 
talreihe, beren erfleö ©lieb n (a + 2) ijl, 

= n(n+2) +2 ü(x- i)=n 5 +2nx, 

baö heißt : ba6 xte ©lieb ber nten jjorijontalreihe 
= n 3 + 2 nx: (0 ijl, j. 05 . baö 4te ©lieb ber 5tcn 
Jjjorijontatrcihe = 5* + 2. 5 . 4 — 65. 2)ifj ror« 
auögefd)ift, fo fet) A eine gegebene ungerabe >$al. Sfl 
fic eine ^Himjal, fo tann jie, nach ^ em °& en erwie* 
jenen ©a§e , nur ber Unterfchieb jweier &uabrate 

im 
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fet)n, unb muß atfo allein in ber erßcn JgDrijontafr 
rcil;e borfomnten, He mit 3 anfangt, 3 ß f IC 
feine ^rimjal, fo muß fie ein Unteifcfßcb mehrerer 
Guabrate fepn,unb mithin aucf) außer ber erßenJ^ovi* 
jontalrcif?e wenigßenß noch in einer ber folgettben vor? 
fomnten. hierauf grunbet ftch nun folgenbe SD?cti?otf 
bc, biefe Guabrate ju ftnben, bcrcn Untcrfdjieb A iß. 

SOian mache juerß n(n + 2) — A; benn, ba 
bicfer StußbruE ber allgemeine StuebruE für bie Ölte* 
ber ber fenfredjten JKeilje iß, fo wirb ftd) barauß fine 
ben laßen, ob A barinn borEommt. ©6 wirb nel)m* 
lief? n == Y' (A +1) - 1 werben. 2 sf* bajer biefet 
Qlußbruf feine rationale >$al, fo Eommt A auch nicht 
barinn bor. ©a aber fowol bie l;orijontalen alß fcnE* 
regten SReijen immer rcadjfen, fo jeigt biefer 2Öcrtl; 
bon n juglcicf) bie ©ränje an , über welche l;wauß 
A fowol in ber fenEredjten , alß in ben jorijontalen 
IKcijen nidjt mcl;r ju fucjcn iß. 

2 Benn nun A in einer ober mehreren bon ben 
n=y"(A + i)-i ^orijontalrcijcn borfommt, unb 
barinn baß xte@licb iß j fo muß alfo n 3 + z nx = A 

A-n s ' 

unb mithin, für ein beßimmteß n, x = fepn. 

2 n 

tylan ncjmc alfo , weil A eine ungerabe »frl iß/ 
unb bie J^orijontalretjen abwed;ßluugßweife gerab 
unb ungerab ßnb, ßatt n alle ungerabe natürliche 
galen , unb formire jwci 0 M;cn eine bon A — n% 
inbem man il;r Guabrat nach unb nach bonA abjiejet, 
unb bie anbre bon an; fo wirb baßjenigc x, wo 2 n 
baß gemeinßhaftlidje •B'laaß bon A - n 3 unb bon an 
iß, baß ©lieb fe^n, in welcjcm Ajußnbeniß; 
bemnadj wirb auch A ber Unterfdjieb ber Guabrate 

© % V bott 
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t>on n + x unb non x feptt muffen, woraus fldf fo* 
bann nadj obigem bic Jactoren finden taffen, 

53eifpiet. 

9Jtan fudfft bie Jaftoren n#n 203. 

Öluftbfung. 

3b« t)ier A = 203, unb alfo A + 1 = 204: 
fo ift juerft für bie {entrechte 9leit;e n 3 + 2 11=204, 
mithin n < 14: fotglicf) l;at man nur bie 13 erften, 
unb wegen ben geraben tReifyen , welche fyinwegfatlett, 
nur bie fieben erften ungeraben Jporijontatreifyen ju 
untcrfud>en, wetefeö in fotgenber Tabelle norgefteltf 
wirb. 



n 


> 

1 


2n 


x=A-n 3 


1 


203 — 1 = 202 


2 


IOI 


3 


203 — 9 = 194 


6 


— 


5 


203 — 25 — 178 


10 


— 


7 


203 — 49 = 154 


M 


11 


9 


203 — 81 = 122 


18 


**— 


11 


203 121 = 82 


22 


— 


13 


203 — 169 == 34 


26 


— 



5Benn man bie 5Bertt;c non A — n 3 unb non 2 n 
nergteicfyt, fo ftnbet, fid) daß nur n=i unb 11 = 7 
fo ftnb , wie eS bie ^Bedingung erforbert. $otgIid) 
ift 203 feine ^)rimjut, inbent fte ein Untcrfdfjicb non 
nicr Quadraten ift, nemlicfy non 102 unb 101, unb 
non n + x = 18 unb non x — 1 1. ®ie erfterc 
fuhren und auf nichts; burct) bie beiben anbern taffen 
jtcf> aber bie Jaftoren m unb n nad; ber obigen 5Ke* 
get babnrdj finden, baß 
m=z+>'~ (A+z 3 ) unb n=-z+ Y' (A+z 3 ) 

gefejt 
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gcfcjt wirb. STCun ifi fyiet z = 1 1 utib 
Y' (A + z 2 ) = 18/ , 

folglich = m =11 + 18= 29 unb n =-n + i8=7r 
unb mithin 203 = 7. 29. 

2. 95 c i f p i c I. 

SDtan fucfyt bie Jaftoreu 5423. 

. 1 » 

StufHfung. 



n 


A-n 2 


211 


X 


1 


5422 


2 


2711 


3 


54 H 


6 


— 


5 


5398 


10 


— 


7 


5374 


14 


— 


9 


534 2 


18 


— 


11 


5302 


22 


241; 



^»ier fcntmt nun 241 fcfyon in bet fed)fien Ütetfye 
jum 93 orf<f>etn : Sö ifl aifo 5423 bcr Unterfcfyieb 

ber üuabrate bon n + x unb x, ober öon 252 unb 
241; mithin 

m = 252 + 241 =493 
unb ber anbre 3:afrot n 

= 252 — 241=; 11 

. 9 Benn «ber bie gegebene $al A eine ^ritn jat ift; 
fo ftnbet fiä) bicfcö barauö, baß A nur ein Unter« 
fdjieb toen jwei £luabraten ijt, wie auö folgetibem 
95 eifpiet erhellet. 

95 eifpiel. 

Sftan fudjt bie Jaftoren bon 113. 

© 3 Stuf » 



l 
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Stuflbfung. 



n 


« A-n 3 


2n 


X 


1 


112 


2 


56 


3 


104 


6 


— 


5 


88 


IO 


— 


7 


• 64. 


14 


— 


9 


S 2 


18 


— 



25 a fid^t l)ier nur ein einjiger l 5 Bertl; für x fanbet, fo 
fyat aud? 113 feine anbre öfteren, alö i unb 113, 
unb ift folglich eine ^rirnjal* 

25 urdj J^utfc einer üuabrattafel, bergleidfjen ben 
£ogaritl)mifd)en Tabellen angeljdngt finb, Ufjt fid) 
nun jebeSmal bie Solonne A — n 3 fefjt leidjt bered)« 
ttett, unb ba man mit 3 Red)t toorauSfefjen barf, bajt 
bie $aftoren aller niebtigen 3 ^n als A, bereits be« 
fannt fepen, fo f;at auef) bie ?Bergleidjung ber ^Bertfye 
bon 2n unb A-n 3 , burdf) beren 25 i»ifton x gefunben 
wirb , feine ©djwierigfeit. 

25 ag biefe 25 ered)nnng, befonbcrS bet groffen 
^alen, nod) fc(;r müfyfam ift, gefiele icf) gerne: allein 
eines &l;älS entwifcln fid) bod^ bei unjdljtig bielen 
anbern bie Jaftoren fcfyr halb, unb anbemtfjeilS ift 
eS bielleid)t einem gunftigen Umjtanbe aufbefjaltcn, 
baff biefe 3 Jlctl)obe nod; weit einfacher wirb gemalt 
werben fönnen. ; 

9lnmerf ung. 

Sn ben 9 tbl)anblungen ber bb^mifd^en ©efelts 
fcfyaft ber 2 Biffenfd£)aften auf baS 1786 ftnbct 
©. 123 — 159 ein fel;r intereffanter Stuffaj bon 
bem ©rafen von ©djafgotfef) über einige 

©igett« 



- 
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©igenfdjaften ber 9>rim# unb gufammen 
gefegten >3 a l e n , worinn ba$ Problem, bic ISfjci# 
ler ber >$alcn gu bejtitnmcn, auf bic 5 Ser^uttblung 
ton an 2 + 1 in ein ttollfotnmncS &uabrat gurüfge* 
fu(>rt wirb. Um einigen fBegrtf tton ben barinn ent# 
jjaitenen, affe 2Cufmerffamfcit ttcrbiencnbett, <Sa|cn 
gu geben, will idj baS Qöefentfic^e butten, jebod) ol;nc 
pScweiff, l)ter anfüfyren, unb int übrigen ben Sefer auf 
bie angeführte 9lbf)anblung fclbft ttevweifen. 

1) 5 Bcnn a eine ^)rimgal, ober eine ttollfHttbige 
$Potcng einer ^rimgal ijT , fe ift baö flcitifrey, 
baö beit Qtuöbruf a y + 1 gu einem D.uabrat 
in gangen 3alcn mad)t, = a — 2. Sf* rt ^ clc 
a eine gufammengefegte 3^1/ fe gibt cö, auffee 
bent 5Bcrt() y = a - 2 , wenigjtenö ttod) einen 
Heineren, ebenfalls in gangen ^alcn, vooburd) 
ay -f 1 = x 2 wirb. Quitte man affo eine 
allgemeine 9 )lctf)obc, für jebeö gegebene a, bie 
©lcid)ung ay + i==x 2 in gangen ^aten aufs 
gufbfen, b. i. für jebeö a , tton x = o an, affe 
5 Bertf;e biefer legteren ©roffe in gangen $alctt 
gu bestimmen, woburdj ay + 1 ein £luabrat 
wirb, fo wdre bic^ragc, ob a eine ^ritttgal feg), 
■ober nidjt, tton felbjt aufgelbjjt» 3 Ufein,fo ein# 
fad) bie ©leidjung ay -f 1 = x 2 fdjeint, fo 
fd)wer ift if?re allgemeine 2lttfl6fung. SDtan 
fc|e alfo, um burd) einen Umweg gum Jjjaupt# 
gweefe gu tommen, 

2) x == z 2 , wo bemnudj az 2 + 1 = x 2 fct>n 
muff, unb biefe ©leidjung ift für jebcß bejahte 
a , baS feine Üuabratgal ift, auflbSbar ; benn 
entweber ift 

<& 4 «) baö 



\ 
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/ 

*) baß ffeinfte z 2 > baß gefunben wirb <a-s 
ober 

ß) > a — 2 , unb baß gugefybrige x nicfyt in 
ber Jorm an+i enthalten, ober enblidj 

y) td z 5 > a — 2, aber x jugletcfy in ber 
gorm an + i enthalten. 

^n ben beiben erften 5<SQcn mug a notfjwcnbig 
eine jufammengefegten >$at fcpn, in betn britten aber 
ift cd gwcifcU;aft, ob a eine Sprimgal fep ober nicht ; 
beim für ^)rimgalen wirb x immer Pon bcr legtern 
^orm an+i fct>n , unb für gufammcngcfcgtc^alen 
nur guroetfett. S 11 biefem britten $allc multiplicire 
man bafycr a mit einer beliebigen $at b, unb l&fc bie 
©(cicfjung a b z 3 + i = x 2 auf, wo man immer 
wenn a ^actoren fyat, auf ben erften ober gweiten 
$raü, unb wenn eß feine l;at, auf ben britten gera* 
$t;en wirb. - 

5 $eifpicle. 

(£ß fcp a = 15 ; fo ift r 5. i 2 + 1 = 4 2 ,“ aber 
i 2 = 1 <15 — 2, folgltd^ ift 15 eine gufamnten* 
gefegte >}al. ^ re 5 a ^ t0VCn f> nt> 4 + 1 1 unb4~i 
eber 5 unb 3. 

©ßfcpa = 45, affo 45 . 24 2 + 1 == 161 2 , 
, $ier ift y = z 3 == 24* >■ 45 . — 2. ©a aber x 
ober 161 nid)t pon bcr f^orm 45 n + 1 ift, fo folgt, 
iiacf) betn gwetten $alle, bag 45 eine gufammengefegte 
»$al fepn muffe. Um ii;rc ^actorcn gu ftnben, tnacfye 
man 161 + 1 «nb 161 — 1, ober 162 unb 160. 
Slber bcr gcmeinfdjaftficfye gr&gte &t;cifer Pon 162 
unb 45 ift 9, unb Pon 160 unb 45 ift berfetbe 5, 
mithin ftnb 9 unb 5 bie betben 5^toten Pon 45. 
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5 $ fei? a = 87, worauö 87. 3 2 + 1 — z8 3 * 
Stfecr 3 3 <87 — 2, mithin iß, ttarf) bcnt crflet» 
(Safe, 87 feine ^)ritn§aU Um bie Juftoren $u fut* 
ben, madje matt 28 + 1 = 29 , nttb 28 — 1 == 27. 
Stber 29 mtb 87 fjaben 29 jum geboten gcmcinfcfyaft# 
lidjett &l?ciler, tmb bon 27 mtb 87 iß bcrfelbc = 3; 
folglidj fmb bie beibett Jaftoren 29 unb 3. 

/ 

(*$ fep a = 91 ; unb man fyat 

91. 165 2 + 1 = 1574 3 . 

«$ier ift y = z 3 = 165* > 91 — 2. ©a aber 
wieberum x = 1574 ' n bet 5 orm 9 1 n + 1 
enthalten, fo iß nadj bcnt jweiten 5^11 91 ebenfalls 
eine jufammengefejte $at, bereit Jaftorett alfo ge# 
funbett werben : (£$ iß 

x 4- 1 ==1575, unb x — 1 = 1573; 
aber ber größte gemcinfdjaftlidje Spetter bon 1575 
unb 91 iß 7, unb ber bon 1573 unb 91 iß 13; 
tnittßn ßnb 7 unb 13 bie ^aftorett bon 91, 



(göfet)a=85' alfo 85‘3°996 3 +i = 28577 1*. 
©a nutt Ijier 309 96 2 > 85 — 2, unb jttglcid> aber 
285771 bon ber $ortn 8511+1 iß, fo läßt ftdj, 
ltad) bern britten $;all fyietauö nicfitö fcf)fteffen. SSlan 
madje alfo 85 ♦ 3 — 255 (tnbem man 85 mit bem 
willf uljrlidjen 3 multiplicirt), unb bann credit matt 
255 . i 3 4- 1 = i6 2 * 3 ßun iß 

x 4-1 = 17, x— 1 = 15. 

Sllfo ftnb 17 unb 15 bie Jaftoren bou 255, folglich 
17 unb 5 bte Jaftoren bon 85. 

6 5 ©iß 



♦ 
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®iff tft ungefefw bet ©eift bon bet SDtethobe bce 
©tafc« bott ©chafgotfdi). ©aff fi'e für gewifle 
^ßcrtfje bon a gtoffe unb weitläufige ^Rechnung er« 
fotbert, biö matt baö fletnfte z fi’nbet, baö az 2 + 1 
ju einem £luabrat in ganjeit galen madf)t, liegt itt bet 
Statur bet ©adje, fo wie aud> bet Utnflanb, baff, 
wenn z 2 > a — 2, unb x in bet 3iOrm an +i 
enthalten ift, man a mit einer beliebigen gal b mul« 
tipliciren, unb fobann mit abz 2 + i ebenbiefelbe 
Unterfliegung bon neuem botnehnten muff. ©iff 
lejtere ift befonberö eine unangenehme Jolge ber, 
fd)on oben berührten , inbircltcn tBcrfahrungöart, 
nach welcher man anflatt ay -f i, ben 9 lnSbrnf 
az 2 -f i ju einem üuabrat ju mad;en genbthiget ifh 
©ben beöwegen geräth man auch &fterö auf ungeheure 
galcn. gum 93 eifpiel wenn bte Steiler bon909i9i, 
ober bielmehr bon 5 * 909191, b. i. bon 4545955 
gefugt werbetj, fo erhalt man nach einet feht langen 
ÜKechnuttg, folgenbe ©leidjung für az 2 -f- 1 = x 2 , 

t * / .J | 

4545955 -( 37 ° 74886 17933672582804872308* 
8160784804513634289660763498655) 3 + 1 = 

( 79048274170565173862934965626849290« 

055118667858724583379760874)*- 

Stun ifl bet grbffte gemeinfchaftliche feilet bon 
x + 1 unb 4545955' Me gal 1315, unb bet grbffte 
gemeinfchaftliche S&heilet bon x — 1 unb 4545955 
bie gal 3457, mithin 

1315 - 3457 = 4545955 = 5 - 9 ° 9 i 9 i 
unb bähet . 3457 = 909191 , ober 
263« 3457 =909191- 

3« 
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* 

%n wte fern aber nun bie t>on mir borge# 
fdfylagene, oben aud einanber gcfcjte SPiet^obe, 
idnger , ober fürjer , alö biefe I;icr berührte tjt, 
taffe icf> l;ier unaudgemadjt, unb begnüge tnid?, 
benßefer auf bie finnr eichen UnterfudEjungen unb 
©<ü£e be$ bortrefüdjen 93crfafferö ber oben 
angeführten Slbfjanblung, auftnerffam gemalt ju 
f)aben. 




in. 
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m. 

Probleme <m$ ber unbefttmmtett 
Slnölptif. 



i. Slufgabe. 

C\fu8 bem ftcttiffccn 2Bertlje p öonx, welker ben 
4A 2luöbvuf i + ax 1 ju einem Üuabvat in ganzen 
gaten rnadjt , eine unjäijltge SÜlenge anbretr 2Bertl?e 
ebenfalls in ganjen galett ju futben» 



Slufl&fung» 

(Be fct> i + ax 5 = y 2 , fo iß 

ax . x = A (y — i ) wo A jebe ©r&jfe 

A 

fct)n Bann» 

©ejt man nun = y - i ; nnb Ax = y + 1 ; 

A 

fo ftnbet fidti x = 2 ^ * 

A 2 -3L 

\ 

9tun 
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iftunfc^ A 3 - a=> fo erl;dlt man cnblicfj 

x=2p3^(i + ap 2 ). 

2 lu$ biefem neuen 5 Öertfy Don x lägt fiel) nun, 
wenn man i^n p fycigt, ein britter, unb auö biefen* 
wieberum ein vierter i) er leiten. 

95 eifpiel. - y 

5n 1 + 3 x 3 ijb x =s= i ber fleinge SEBertfy, bet» 
biefen 9 tu 6 bruf 31t einem wirflidjen .Quabrat macfyt. 
©egt man alfo p — 1 , fo erl; 4 lt man 

x = 2 IT ( 1 + 3* 1 ) = 4' 
welker 5Bertf; biejorntel 1 -{- 3 x a ebenfalls in eitt 
0uabrat nerroanbelt. 9 luö biefem ftnbet fiel) x= 56 
unb fo weiter in Unenblidje. 

3 u f a g. 

£urdj bie norf>ergel;enbe 2tufl&fung werben nidjt 
nur ungtSfyligc, fonbern fogar alle m&glicfje SE&ertlje 
non x gefunben, weldje 1 + ax 3 gu einem nollfom* 
menett üluabrat in gangen galen machen. Um big 
gubeweifen, igeö genug, gu geigen, bag gwifdjcu 
bem $Öcrtfy p non x , unb bem unmittelbar barauf 
folgenbcn 2 p ^(i + ap 3 ) feine gange ^l liegt, 
welche fbatt x gefegt, ben 2luöbruf 1 + a x 3 in ein 
jQuabrat nerwanbelt. ©efegt nel;mlid), eö gäbe eine 
fotcfye $at Uf bag alfo 1 + a a> % = v 2 wäre, fo mügte 
alfo biefelbe, ba fie gwifcfyen p unb 2pK'(i+ap 3 ) 
liegt, > p unb <2p?^(i+a p 3 ) fepn. ©d 
fep baljer a> = p + q, mithin a > 2 = p 3 + 2pq + q 3 , 
unb alfo 1 + ap 3 + 2apq + aq 3 = v 3 . Slber 
a = P + q<2pK'Ci +ap 3 ). 

Hilf» 
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«Ifo q < 2 p Y' ( i 4 - ap 3 ) — p, unb mithin 
aq 3 < 5 ap s +4 a 3 p 4 — 4 ap 3 T ( 1 + ap 3 ). 

Ueberbiß iß 2 apq < 4 a p 2 Y' (1 + ap 3 ) - 2 ap 2 , 
folglich 2apq + aq 3 •< 3ap 2 + 4a 3 p 4 , unb 
«Ifo i + a<y 3 > 1 + ap 3 + 3 ap 3 + 4 a 3 p 4 , ober 
>-i + 4ap 3 +4 a 3 p 4 . 

®a aber, auf ber aubern ©eite, nad£> ber 33 orau& 
fefung, tu < 2 p K(i + ap 2 ) fct>n muß, unb mit* 
ijiu aud^ o) 2 < 4p 3 (1 + ap 2 ) iß, fo muß au<$ 
1 + a&> 3 < 1 + 4ap 3 (i + ap 2 ), ober <i + 4ap 3 
+ 4 a 2 p 4 fep«. 211fo wäre i+a« 1 jugleiefy grbjfer 
unb Heiner, alö ber 5 Bertl; 1+4 ap 3 + 4 a 2 p 4 ; 
trelcfycb unm6glicf> iß : fotglid) iß c$ auef) nidjt mög* 
l\i), baß eö außer ben jwei unmittelbar aufeittanber 
fotgenben 5 Bertl;en p unb 2 p V' ( 1 + ap 3 ) nodj 
einen anbern bajwifcfyen liegeuben a geben £6nne, ber 
1 + a tu 2 ebenfallö ju einem £tuabrat in ganzen. 
$alen mad^t. 

1. © a 3. 

55 cmt in f 3 + ax + b x 3 ber (Soefßjient b nur 
um Sine (Sinfyeit Heiner iß, aB ein £Utabrut, fo 
fann biefe 5°rmcl jtt einem Üuabrat in ganjen >$alen 
gemacht werben. 



55 e w e t ß, 

QbS fep f 3 + a x + bx 2 = y 3 , fo iß aud£> 

x (a+bx). B=y 3 -f 3 = A(A-2f). ©ejtrnan 
B 

*“ (,ie, *__ Ai Im f ( a +bx) B = A — üf; 



B 



f» 
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fo fxnbct ftd) 

x = a B +-fB ^ 0 ^ er ^ ypcit ffott beö 
i - b B 3 
x 

B aud) gefegt «erben barf. 
y __ a + 2 fB 
B 3 -b 

ober enblid) 

x = ^>l^=a+äfr(b+ I ). 

b — j— I — b 

2. © a g. 

£>ic $ortnc( f 2 + ax+bx 2 fann gu einem üua* 
brat in gangen 3a(cn gemacht «erben, fo oft b fein 
bollfommncö üluabrat ift. 

95 e » e t ß. 

(£nt«cber ift b um eine (Sinfjeit {(einer, al$ 
eine £luabratga(, ober um mehrere. evften $al( 
tft ber ©ag bereite erroiefen : £$ m «übern fc|e man 
x = tny, fo bcr«anbe(t ficf> 

f 2 + ax + bx 2 in f 2 + am ♦ y + bm 2 . y 2 * 

SRun bann man aber immer einen folgen 9 Bertf; für 
m in gangen $a(en ftnben , baß i + b m 2 = z 2 , 
fofglidf) Wßt fid) aud£> uad) bem borfyergefyenben ©afe 
ein y ftnben, we(d;eö f 2 + amy + bm 2 ♦ y 2 gu 
einem boüfotmnncn üuabrat in gangen $a(en mac()t, 
2>er 5 Bertf> bon y nadj eben biefem ©afe 
= am + 2 f z. 

93 eifpte(, 

SDtan fod 5 2 + 3X + iix 2 gu einem iQua^brat 
in gangen galen matten* 

( 5 $ 
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f ' (£ö fei) x= m y : fo fomrnt eö juerft barauf an, 
m 5« beftimmen, weld^e^ auö ber ^Bedingung gef A)& 
fyen muß, baß i + n . m 2 = z 2 iß. 9 lun tfl fßer 
m = 3, fotglidt) z=io; bafyer y=io9 unb x = 327; 
welker 5Öertfy auef» (Genüge teiftet, benn er berwatt# 
bett obigen Sluöbruf in 1177225 =1085*. 

9 wd) ber Slufl&fung ber erßen Stufgabe gibt eö 
unjÄfytig biete m, welche 1 + bm 1 in ein üuabrat 
berwanbetn : taffen fidj atfo aucf> für P + a x 

+ bx 2 unjÄfßtg biete x firnben. 

/ 

lieber bie fßerwanbtung bed Sluöbrufö; 

P + a x + b 2 x 2 
in ein üuabrat in ganjen >$<*tett. 



93 ci beut borfyergefyenben ©a|e würbe bie we* 
fentücfye SSebingung jum ©rund getegt , baß b feine 
jQuabratjal fetjn burfte. Sftutt foll jejt aurf) unters 
fud^t werben, ob? unb in welchen ^Uen aucij 
P + ax -f b 2 x 2 

ju einem üuabrat in ganjen $alen gemalt werben 
f&nne, welche Untcrfucfyung, wie wir batb fefyen wer« 
ben, bon ber größten SSMdjttgfeit iß. 

(Sö fet) bemttad) P -fax +b 2 x 2 = y 2 , fo folgt 
nad£> ber biel;er bon mir gebrausten 9 Pett)obe, baß 

• x __ a + Y' (p 2 — 4b 2 P. -f a 2 ) 

— 

iß, wo p jede >frl borßellet. 35 a aber eine aUge* 
meine Stuflöfüng biefer Joemct iufferß f^wer, 
unb bicllcidß unmöglich iß/ fo wollen wir einige 

befottbre 
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feefonbtc betraten , bteeine teilte Slttflöfung 
iutaffcjU' • i , 

>} 0 <Se> fep b== f = i ; woraus 

• ; ft;±^(p 3 — 4 ^a g ) 

a .•> .. . •’ ■ s% 

folgt. nun a urtgerab , fo fann biefet $-&U 
ietcfyt auf ben iu bet 2lbl;anblung bon ben 
' .. Reitern bet $alen beroiefenen ctflcn ©aj ju# 
ruf geführt roetben, voie auö fotgenbem, 93ci* 
,y [fiele erhellet. 

'Ul'-. *- A • \ •. i 

ryJ ,, - ' 3 D 7 an . [oll ein x ffoben, baö ben Stnsbrul 
i + 107 x + 5 c s |u einem £Luabtat in ^anjen 
vj) -Baien tmdjt. j;|, , ... 



v» • j 1 t C • 

$$zt ift alfo a — 107, ünb bemnadj 

somw v uri x hi.jt •••"-• ± . 

x = — 107 + IT VP t “ 44 SJ. , ;;r 

; 9 lbet 11445 = J 5 -763' mithin ift , ( 

> 764 -i'’s ' 1 .t - ■ v-, 

p =^:di^ti2,===374 «Rb at[o x m 141, 

cj T !»*lc^r ben 2luöbtub 1 + 107 x + x* 
, in 34969 = i87 J betwanbelt. 

iiosjv; — f<;n ■< -ff fii .1 ,'ju . 



■S:A 



i' 



^ ' • . ©a'i 1445 aud) == 5 ! iüS 9 i fr [b ’ift ein 

(.it, . anbtet SSBertlj bon p audjjf* . 22 . 8 - 9 ~^ = 1142, 

wotauö x = £20 folgt ; raffet SBcrtl) eben# 
falte genüge Jleiftet, iobem et .ben Sluebtut 
P f - 1 4- iöj u k 4- x* in 326041 = 571* ber* 

wanbety.. ^ ‘ i 

C fr, -F p) -v ■ _ __ 

Cbtil» " 51 (Snblidj 



/ 
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, t i ^nbltcfj ift 11445 = 1 ♦ 11445/ woran* 

•in britter 2 Berth toon p == IT 445 1 

r % 

= 5222 gefunben wirb, auö wettern x = 5616 
unb 1 + 107 x + x 9 == 8185321 = 2861 3 
entfpringt. . 



aber a gerabe, fo tarnt eö 5 <SHe geben, 
wo burch ( btefe Sftethobe nic^tä gefunben wirb. 

f et), juntiöeifpiel, 1 + 6 x + x a in eilt 
.Quabrat ju toerwanbeln, fo ift t/tcr a = 6 unb 
Y* (p 3 — 4 +a 3 )= ^(p a + 32 )» 
9 tun ift 32 = 1 ♦ 32 = 2.16 = 4 * 8 ; 

fotglidb p entweber 3 2-1 * ober l6 ~ 2 ober 

Ji . “IDj: : 2 / - X 'o, »1 

** 4 ? ber erfie unb jweite 5 Berth geben fftr 

2 

X gebrodene £alen, unb auö fcetu britten folgt 
x = o, ober x = — 6, welche heibe 2 öertl)e 
ju nid^tö führen. - T- : -"-x 



2 ) fet) b = 1 , fo läßt ftdE> f* + ax + x‘ in 
ein üuabrat nerwanbeltt, wenn in *i 



., a+r(p a +^- 4 P) a „„t f f0 



■ • Ö» * L m 

befd^affen ftnb, bafj bie unter bem Sß&urjeljew 
ct)en enthaltene, ©rbflfe mit a . entweber gleich 
ger abe, ober gleich ungerabe fjV ©0 #nbet 
• ' i f»ch 3 * i« 34 3 + 72 x + x* -f&r x ber *XBerth 
__ 7 * ± r (p a + söoy 




f* 



9 lber 560 == 16 . 35 . ^ffientt alfop 5 ^= 4 q 
gefejt wirb, fo ift 1 ' , „ 

x == — 72± 4 r(q a: f35) 

2 v, $t&er 

✓ kJ/i ••• . •* “* • 
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2tber 35 = 5 , 7, dfo q = JlZl = 1/ folg* 

2 

lidj x = — 24 , unb x = — 48» 

I • v ; 

5 ßenn man bcn 9lu$bruf P + ax + b 2 x 2 nacfy 
bet oben borgetragenen 2Dletl;obe : bel;anbelt, fo fiinbet 

fid) für x aurf) folgenber 5 Bertfy; x = 2 ^ m ~ a . wo 

b 2 -m 2 

m eine unbefKmmte $al ift, unb fytcrauö folgt, bag 
obige Jormel in betn bcfottbcrn Jall ju einem £lua* 
brat in ganjen $aten gemacht werben 1 6 nnc , wenn 
f unb a mit einer brittcn @r&ffe c ttjeilbar fmb, unb 
uberbiß b = Y' ( c + m 2 ) enthalten ijt. 

i SSeifpief. 

©efejt c fet) 5, fo ift m=2, unb b = 3. ‘üßemt 
alfo j. 93 . a = 5 . 4 unb f =v 5 .. 6 , fo wirb x = 20 
ben Öfuöbru! 30 2 + 20 x + 9X 2 ju einem £luabr«t 
in ganjen $alen machen. 

Ueberfjaupt taffen fiel), um bei biefent 33 eifpiel 
fielen ju bleiben, alle 2lu6bru<fc ju bollbommncn 
£luabraten in ganjen machen, welche in bet 
formet 5 2 f 2 + 5 ax + 9 x 2 enthalten fmb. 

SEBoUte man für ein anbereö b auf eine dfynlfdje 
9lrt eine unjdfylicfye SCftenge einjetner beflinw 

men, fo fep 0 = 7, mithin b =f(7 + m 2 ), 
alfo m = 3, folglich b == 4. fmb baljer alle 
9 lu$bruc 6 e bon biefer 5^m 7 2 P + 7 ax + 16 x 2 
leicht ju ^Luabraten ju machen, 

% 2 2Ben« 
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s , 58 enn jum 53 eifptel f = 2 unb a = 3 ift, fo wirb 

x = 2 ' 2 • 3 « 7~3» 7 — : g fon 5(uöbtuf 14 * 

7 

+ 2ix + i6x 3 in ein£>uabrat rerwanbeln. (£6 
(taffen ftd) bemnad) für jebeö gegebene b biejentgen 
jSöertl;? bon f unba bejiimmen, bet welken ber 
Utu^brnt f 3 + ax + b 3 x 3 ju einem £luabrat in 
ganjen $alen gemacht werben Eann. 

fr*} • / 

2lnmcrEung. 

' ®aö fRationalmacfyen beb Sluöbrttfd : 

( V' ( f 3 + a x + b 3 x 3 ) 

T?at einen merEwürbigen ^ufammenfyang mit bem be# 
rühmten Problem bott bett feilem ber ^afen, wef« 
djeö ganj hierauf jurüE geführt werben fann. 

Um biß ju jeige«/ wollen wir mit SUmbert *) 
«nncfymett, A fcp bie $<»1/ toen feiler gefügt 
werben, a bie D.uabratwur|el berfelben in ganjen 

f aleu, unb b ber'Ueberrejt, unb alfo A = a 3 -f- b. 

erner fet) ber f feinere Reiter a — x, unb ber 
grbffere a + x + y, fo folgt t)ierauö, baß 
ax+y = r(4ay +y 3 — 4b) 
jfet), unb mithin Y' ( 4 a y -fy 3 — 4 b) rational fci;u 
•muffe. Sftun fei? 4 a y + y 3 — 4 b = z 3 ; fo wirb 

auö 4 (ay-b)=(z-y)B^fjL ^2 uitb4B=z-y 

B 

unb a y- b =z+y; y = b + 4 ^ gefuttben werben, 
B a-2B 

welcher SluöbruE eine ganje $al fe^n mu 0 » 

5 SJ?an 

*> Beiträge junt ©ebraud? berUJtatfjemaHf, 2. £ffef t, 
Styetlung unb geller ber 3«kn, §. 5, 6, 
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Sftan nehme atfo baö willf übliche B fo an r bag 
a-sB=i; fo wirb y = b + (a-i) 2 fetjn. 

2)iefer ^CBcrtF) t>on y, bcn wir m heiffcn wollen, ber# 
wanbeit nun §war ben 9 luöbruf 4ay+y 2 ~4 b wirflicl) 
in ein üuabrat ; allein man finbet baburcf) feine anbre 
Steiler bon A, aB i unb A felbjf. 3 nbc ff cn ift 
babitrdj bocf) fcf)on ein ©d)ritt weiter getl>m ; bcnn 
wenn man auf$ neue y = m -f n fe§t, fo berwan# 
beit ftc^ 4ay + y 2 — 4b in 

4 am + m 2 — 4b-f (4a + 2111) n + n*, 
ober 4 am + m 2 - 4 b i(J ein Üuabrat, bcfictt 2Bur§et 
wir f fyeifien wollen; folglich mug 

f 1 +(4a-f2m)a-fn J ; 
ober f 2 +ax+x 2 §u einem üuabrat gemacht 
werben, woburcf) alfo big Problem auf ba$ National# 
machen ber oben abgehanbelten formet rebucirt 
worben ijh 

£0 fetjen §. 95 . bie &h«to bon 35 §u fachen ; fo 
ift a = 5 ; b = 10 unb alfo m = 26, hte™u0 
crgiebt fxcf> f = 34. folglich mu 8 34* + 7 2 n + n 2 
§u einem üuabrat gemalt werben. 9 Bir haben aber 
eben biefen JtiU fdf)on oben in Öeffalt cineö 93etfptcl0 
borgetragen, unb bafelbft für n ben 5Berth = — 24 
gefunben. £0 ifl bemnach y = 2 unb x = o. 
folglich a ‘4 x = 5, unb a - x + y = 7. 

Slllein, ba bie oben borgetragene £0Tet^obc , ben 
9 lu 0 bruf ^(P+ax-fx 2 ) rational §u machen, 
bie Äenntnig ber Jaftoren ber ^alen borauöfejt, unb 
fogar baVaufgebauet iff, fo wäre §u wünfehen, bag 
ein anberer weg eiugefchlagen würbe, ben 3 lu 0 bruf 

iT (f* + ax + b 2 x 2 ) 

% 3 auf 
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«uf eme fotc^e 2lrt ju beljanbetn , baß habet bte bon 
mir gebrauchte 95 ebingung nicfyt bereite jum @runb 
Idge, unb bann tarne man burcf) bte unbeftimmte 
Slnalpttf auf bie jierticfjffcc 2ltifl6fung bcö ^Problems 
ber 5tf>eUey ber $alen unb bet ^rirnjaten. 




9 $on SBerwanblung bcö Stuöbtufö P + dx 3 
, in ein üuabrat. 



. Sie 2tnöbr&cfe 

f 2 +ax + bx 2 -f-cx 3 ; P +bx* + cx 3 unb 
P + a x + c x 3 f&nnen affe, nacf) ber biöfjer gejctgs 
ten 9 Jletfyobe, in Huabrate feerwanbeit werben, unb 
man wirb baburrf) für x ebenbiefclben 5Berti;e ftnben, 
bte tm ^weiten Steile biefcö 5Bcrfö fielen. 21 ff ein 

bet Üluöbruf f 2 + 4* 3 nxadC^t fowol bet bet (£ u ( es 
rifdfyen, alö aud) bei bet l;ter borgetragenen 9 ) les 
tfyobe eine 2luöna(;nte, inbcm fein allgemeiner ratios 
naler 5ßcrtl; für x gefunbett werben fann, weit cö 
^affe gibt, in welchen biefcr 9Bcrtl} unmöglich wirb, 
©ö fomntt bemnatf) barauf an, biejenigen cinjelnen 
5^ffe 311 et 5 ttcrn,in welchen jener 2luöbruf 3U einem 
»offfommenen £Utabrat gemalt werben fann. 

« , « * 

9 ftan fefe bafyet P + dx 3 = y 2 ; fo folgt au$ 

x 2 = Cy + QA un j, x — g f f, 
d A 

baß x= A + K(A 4 + 8 fdA) ^ ieYS 

n *4 
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*uS Ebntten Dorberfamft folgenbe befonberc 3 S$He 
abgeleitet werben» ’ ' • • •' 5 - -- 

j i) ©o oft f 3 + d ein Quabrat iff, fo oft faßt fidf> 

-> , 3 ^ (f 2 -if- dx 3 ) rational machen; benn, wenn 
baS willfubrlicf>e A = 2 f angenommen wirb, * 

fo erhält man x= 2 f * ± ^ (p+ d ) , roe t. 



d 



djer SGßertb außer bemjemgen x = 1 , ebenfalls 
©enuge leiftet. 



2) 9 Benn f + d 3 ein öuabrat tfi, fo ijf obiger 

SluSbruf ebenfalls, unb jwar in ganjen j-Jalen, 
auflbSbar; benn f&r A#ä d erljilt man x=2d 
± 2 Y' ( f 4- d 3 ). ©0 ftnbet fidf; , j. 93 . in 

1 i s 4 - 5 x 3 r für x ber 3 Bertf> 2 . 5 + 2 ♦ 
woburdjj ii 3 + 5 ♦ 23 3 itt 231* »erwanbelt 
wirb. • v 

3) 9 Benn fd nur um eine ©in^ett Eieiner ifl, 
als eine üuabratjal, fo t(l f 3 +dx 3 leidet in ein 
SoHEommneS Xiuabrat ju serwanbeln, benn für 

A = 2 ftnbet M X = 3 + »^(*+«) . 

d ' 

7 »[ * » 

5 $on btefen fel;r leidsten einjelnen 3$ffen wollen 
wir nun ju etwas allgemeineren Unterfud^ungen 
übergeben. 



ÜDtan fe|e alfo A 4 + 8 fd A = ( A 2 +sB)*, 

unb fd= c, fo ftnbet fidf? heraus A= c — v ~^ 3/ 
- •< B 

unb x= aA 3 + 2B 2C 3 + 2C?^ (c 3 — B 3 ) 

Vd :r dB 3 



5 £ 4 5 Damit 
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Srttnit alfo x national fei?, mug flatt B ein folcfjer 
5 Bertl; genommen werben, bag c 2 — B 3 ein noll# 
fotnmeneö üuabrat wirb. . Jgiebei fommt eö nun 
einzig unb allein auf bie 53cfd?aflfenl?ett non fd ober c 
, an; benn e$ gibt fbtd^c ^Berthe non c, für welche eö 
'unmöglich ig, ein B 311 finben, fo bag c 2 — B 3 ein 
nollfommneS Quabtat wirb, unb wieber anbre, bei 
benen big fcljr leicht gefächen fann. Um big ju 
Zeigen, betrauten wir bie SRei^e ber Quabrate ber 
natürlichen >$alen .t . ; 

1 2 3 4 j 5 6 , 7 , 8.. 9 10# 

J 4 9 16 25 36 49 64 81 IOO s 

II 12 1.13/ 14 IS ) 

121, {44 169 196 225 J 

wnb ziehen baS erge (Stieb 1 non bem britten 9 ab, 
ferner ba$ bisritte 9 non bem fed)6ten 36, baS fecf>ötc 
ton bem zehnten 100, baS zehnte non bem fünfzehn# 
ten 223, biefeS. wieber non bem ein unb jwanjigflcn 
u. f. W., fo bleiben bic (Subi ber natürlichen »Sälen 
8, 27, 64, 125, 216 u. f. w. übrig. 3>ebe 
anbre Ciuabrate, bie man in obiger 3 Reil?c non ein# 
anber ab^ielft, geben feine Gjubicjalen ju Ueberregen. 
SOlithin ig jebe (Subicjal nur ein Unterfcgieb non zwei 
£luabraten. 3 Benn bctnnach ei« gegebenes c 3 ent# 
weber baS britte, feiste, gcl;«te, fünfzehnte, ein unb 
jwanjigge :c. (Slieb obiger üteihe ig, fo lägt geh baö 
Zugehörige B leicht gnben, baö fo ig, bag c 2 - B 3 = 
»einem noüfommenen D,uabrat wirb; benn wenn c 3. 
53. baß fünfzehnte (Sliöb wäre, fo bürge non bem# 
felben nur baS zehnte ( ober baö in ber Steige 3, 6, 
10, 15, 21, 28, 36, 45 re. unmittelbar norher# 
gehenbe) abgezogen werben, fo mügte ber Ucberreg 
eine Subiczal fet?n, beren Wurzel alfo B f>ieffc. 3 'g 

aber 
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Äf>ctr c 2 in ber Dlciijc bcr ünabrate ber natürlichen 
$alen nicht baß britte, fechßte, jcl>nte ic,. @üeb, foti* 
bern irgenb ein bagwifchen falienßeß, fo Idgt fid) auch 
auf biefern 9 Beg lein B ft'nben, baß c 2 ^- B 3 jü einem 
Uottfommncn Üuabrat macht. 

'• ; • • r ; ' i ; 

. i. 95 e i f p i c f. 

■ i :f. I • T .• ■ 

SOtan foll ben 2lußbru£ z 2 + 18 x? t#,ein 
fommneß üuabrat terwanbeln. ; , ;ji ■ r 



J&iet ift alfo f = z, d= 18 unb f d ober c = 36. 
2>a nun 36 in ber 3 Reil;c 1, 3, 6, 10, 15, 21, 
28 , 36, 45 :c. für welche ber allgemeine Slußbruf 

m (m + i) wirf lieh borfommt, fo ifl biefer $*all 

auflbßbar, unb jwar ftnbet ftcf> B == ( 3 ö 2 - 28 3 ) 

p*=8$ mithin ijlx== 2 * ^ + 2 * 3 6 * 28 _ 



,18 * 64 



4 / 



welcher 5 &erth ben QlußbruE z 2 + 18 x 3 in 1156 
r=~ 34* öenpajtbelt. : 






, 2. 95 e i f p i e L , . ‘ 

• , 2ftan foU 3 2 + 9 3 x 3 in ein üuabrat ätrwanbeln. 

^ier ift f = 5 , -Art 93 tmb x w 463. 2ßau fe|e 

alfo - m ( m+x ? =465, fo ftnbet juü mp 30, mit* 

hin ift 465 in obiger SRei^e baß breijTgfie ®lfeb, uttb 
fein üuabrat = 216125; unb alfo tjt baß unmittel* 



bar toorhergehenbe ©lieb 



29 . 30 



? 43£> Neffen 



üuabrat= 1 80225, folglich B 3 = 216225-1809225 
ober = 27000, alfo B = 30, worauß x = 10 folgt. 



2.S 



/ 



i 
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« 3, »eifaiel* • •" V' T ; 

SOtan fott 7* + * 9 x 3 in ein fiuabrat nerwattbeln, 

£>a f>ier c =f 133# fo fefe man m ^ m+ I 2 = 133* 

2 * % 

9utn ftnbet ftdj für m teilte rationale $at ; mitlji* 
lomrnt 133* in obiger fKeitjc nicfyt t>or, unb folglich 
gibt eö aud^ fein B* S$ ijl alfo auf biefetn 5 Beg um 
ein xju ftnben, ba$ ben Slitöbruf 7*+ 19X 3 
in ein boßfommne$ fiuabrat berwanbelt. 



.»tf — '• Ti j'I >. • <•’*” • 

t ,~ Aufgabe. 

5 tn$ einem ©ertlj n welket f* + dx s in ei» 
fittabrat »erwanbelt, unjdlige anbre ju fwben. 



SOlan fe£e in x 



9lAfl6fung» 

A i ±V' (A 4 + 8 fd A). 



O,- 1 ! . ; : y. 2 d 

A = fo wirb x = 2f (f + Y'(V' + dn 3 )) 

n . dn 3 

Slber f 2 + dn 3 ifl ein wirflid^eö fiuabrat; folglich ifl 
-x rational* J&eifjt biefer gefunbene SGBertb m, f» 
fittbet ftdi> wiebet ein «euer, welker. 

, ';;b 3 i£ (f + V'QP + dm 2 )) 

dm 3 

mtb fo in$ Uhenblid^e. *'* f 

innmt:: v: • •• tv. 



:-.j*p#Bem» man fnefe SlufKfung mit berjenigen »er# 
gleich welche Suter im jweiten Steile §. 123 
'■<$* 246 gibt, unb baö bafelbfl beftttblidje 53 eifpiel 
'ebenfalls berechnet," fo wirb man ebenbenfelben SSertfy 
. non-xfimben, ben Suter öergebenö fudjte , unb 
•C l $ ber 
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ber ifyn bcraitfaßtc, feine 9DTetI;obc felbjt inbireft ju 
nenne«. , ' * \ .• .. _ ^ . 

*• 1 .* * . 

, Slufga&e. 

2tu$ einem einigen $ßertf) B &on x,i rodlet 
fcen Sluöbutf i + dx 4 in ein Üluabrat berwanbelt, 
«njeitig btele-nnbre ju finben. .’ . . - ,'i:r<r 

2luft&fung. 

_ A 

S tt x 3 = fefe man A => s m, fo wirb 

A 3 — d 

x 3 = 4 ♦ m ♦ Sinn fet) 4 m 3 — d = y 2 , 
4m 3 - d 

«nb alfo BYam-y) 2m + y = 1 , d. 

B* 

9®enn nun B 3 (;m-y) = 1 unb 2m+ ^ = d 

B 3 

gefejt wirb, fo frnbet fufy 

4 m = I+dß4 unb y = d ^ 4 ~ 1 
B 3 2 B 3 

unb atfo 

x3== 4 B 3 (i + dB 4 ) 

(dB 4 -i) 3 

3 » f « I* 

(Sä muß bemnadj: 

i+d(i+dB 4 ) • J— ein Qitabrat fepn. 

2Bemt 
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58 enn man atfo (dB 4 + 1) . d atö bctt €oefftjtente» 
t>on x 4 ober toon ^ - ^ 4 — — ^ anfiefyet, uttb B 

»crfd£)iebne 5Bertf>e gibt, fo laffen ficf> auf biefe 
Slot eine, nnjdlige SDlejtge »ob auftbebaren 3 *<Wen 
ftnben. 3 * ®* $Senn d = 2 unb B = i angenom« 
tuen wirb, fo ftnbetftdj, ba§ in i + i8 x 4 ber 
5Bertfy x = 2 biefen Slitöbruf tu ein Huabrat »er« 
wanbeit» Jur B == 2 ftnbet ftdj in i + 2178 x 4 , 
X = fr* 




IV. 
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)8emerfungen ü6er fcie $omtel x3 ~~ g - / m- 
A unt> B gegebene gaitje Baien finb, unt> 
x biejentge «nbefannte ganje Böl öorfWlt, 
i: beren £Xuabrat weniger B, fcurdjApfjn* 

' 5; Siefl teilbar ifi. 



0»n einigen ber fcorbergebenben Kapiteln würben 
rt) mehrere ber wichtigsten 2lufl6fungen baf;in jus 
rutgef&brt, ba$ e6 barauf anfomme, ein x ju finben, 
fo bafj, wenn Au, B gegebene gange^len fmb, x 2 -B 
bureb A ohne Sfteft teilbar werbe. (Sö iffc «ber 
biefeö wieberum ein eigeneö febr fd)webre6, unb bi& 
ber notb nid)t allgemein aufgelbfjteö Problem/* bad 
eigentlich in jwei anbre jerfäÜt. 

» 1) 9ß$ie fann man and ben gegebenen ©rbfien A 
unb B beurteilen, ob eö mbgltch, ober un« 

möglich fe?, ein x gu finben , fo baß : 

A 

«ne gange £al werbe. 



*) 
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a) 9 Eßie fattn man, im Jall bag bie Stuflbfung ald 
möglich ernannt worben, bie £Bert(;e bon x 
wirtlich finben? 

Sie erfte $rage h at De la Grange in einet 
bortrefftdfjen Stbhanblung aufgelöst, bie ftd£> in ben 
SenEfcfytiften ber berliner Stfabemie bcr 
fdf>aften bom 1767 befi'nbet, unb ben Sütel 
ful;rt : 

Sur la Solution des Problemes indeter- 
, mines du fecond degrd.'" : ’ '■ 

Säe anbte aber ift, im Stilgemeinen, nocf> anaufgelögt, 
unb wa$ man Ijierbon weiß, betrift blöd einjetne 
’JäÜe. ©0 lange inbcffen biefer ^)unlt nid£>t berief« 
tiget ift, fo tange f«ib and> bie in ben obigen Kapiteln 
borgetragenen ©äfe unb Stuflöfungen , 5 um Streit, 
auf Srrattjen unb $P*obiren gegrunbet, unb 
muffen atfo, fo ftnnreicf> fte aud) immer fe^n mögen, 
«1$ unboßftänbig betrad)tet werben, fjolgenbe 53 c< 
Pachtungen fönnen vielleicht einiges Sid)t über biefe 
füttaterie geben. 

Sie bon De la Grange an angejeigtem Orte 
borgetragene ?Wetbobe , um ju ernennen, ob für ein 
gegebenes B unb A ein x gefunben werben fönnc, fo 
bag x 3 — B ohneReft burd) A geteilt werben fann, 
ijl jwar ungeachtet fte öftevö biete Rcdjnungcn erfbts 
bert, ganj allgemein, unb in fofern wäre bann biefet 
£1^1 bed ^hrobtemö botlftdnbig aufgelöft. 58 enn 
aber gefragt wirb welche ^Berthe bon B ftnb für rin 
gegebene^ A biejenigen, wo bie Stuflöfung unmöglich 
wirb , unb bei welchen ift hingegen biefelbe möglich ? 
fo würbe bie erwähnte SKethobe wegen ber alljubielen 
Rechnungen bon fehr unbequemen öcbraucfje fepn. 
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feS fdjeintitti« bafyer, bafi in' biefem 5afl, foU 
gcnbe ungleitf) förjer unb letzter fep. ‘ ; 

};:/ ' S. £,.,j.i ■' ,Vl «*• f :r TO 

,i> ! ' nt n;' ' ■ 



t' 



Problem, 

V 2 — 

ftur ein gegebenes A in _____ 



B 



affe Wenigen 

2Bertf)e ' bon B ju beflimmen, für welche eS notfy 
wcnbtg eift X (baS na* bem obenerwiefenen < 

! ■ ..\ .J. JU», » • f J * 

ijt), geben muff, baS fo bef^affen ijt, ba|l x* — B 
burdjA tfyetfbar wirb. 



•ivs : 

Sluflbfnng. 






fi 



tffhrf M n [ ( 

1) oefdftfge .öuabratjal, bie unmittelbar kleiner 
ifi ; at8 bie gal A ; fte§eijfem 2 , unb alfo ifyre 
5Öu*jel' m.‘. ,n;n:;t i./.v. -H it;J« 






2) ^>ierau$ frnbet ftcf> fobann im + i-n. 

3) SEftan abbire nun ju m s .bie ungerabe ^al n, 
unb jiefye A bott ber ©umme ab , fo ift biefer 
Unterfcf)ieb ber erfte ?[ßertl; bon B. Sr l?cifle a. 

4) 9 Eftan abbire ju a bie in ber SKei^e ber naturlis 
<■ * tifytn 3(rfen jumScfjjt auf n folgenbe ungerabe 
,j B$ffokQ: + 21 S° fl 1 bie ©umme entwebet 

t feiner als A, ober gr&fler. 3 m erften 
ift n + 2 ber jroefte SSJertfy, im anbern aber 
,i. jieb« matt A bon n + % ab, fo wirb ber Unters 
fdjieb bon n + 3 unb bon A ber jweite 3 Berty 
b bon B fet>n. ^ 

,t t **■'/ 1 .j »•' 

5) 3u btefem ^weiten 5Bertf)e b abbire man aber* 
mal bie näcbfU auf n + 2 folgenbe ungerabe 

B 
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gm l, worauö ßcfjemneuer britter^Bertfy Don 
B fitibet, unb fo fafyteman fort, -ju jebem neu# 
cn SQBertfye Don B bic, bcr Drbttung nad) auf 
einauber fotgenben, ungeraten ,3gfett ju ubbiren, 
unb wenn bic ©uriime gr&ffer aB A ift, biefe 
j festere ©r&ffe babop abjujiet;cn, fctö tu an jutejt 
A A 

, ( weidjeä nadj' __ ober + $ .pyerotipnen 

immer gefcfyefyctt muß) ebenbiejetjjen SßJestljc 
Don B in Derf ehrtet Orbnung jum^Borfdjein 
lenimen fielet. ;-'i •» • v ,,n nsd:;- <r 

», hri* / 1 , * ir_j 

6) Jjier ju kommen nod;, aB ^Bertfje Don B, affe 
üluabratc ber ^alcn Don i bi$ n. 

7) 9 lUe ttejenigett galett jwifd^en i uxto ,A welche 
nid)t unter ben gefunbenen »IBertfyen Don B be* 
griffen ftnb, juib feiere bei benen, wenn fxe 

fhtt B gefejt werben, ber 3 hBbtul x ° 

A 

f« - f r - ^ * - U f/ftfr /. fr 

tue eine ganje $ai werben fann, wetten SOBertfjf 
man audjfur x atmel;men mag» (i 

• : üK>r ■ •• • •••■ > o.-iit 

. j 1 * J J ! f i. 

«eifpiel. .. : , 

SEffan foffe affe Diejenigen $ßertfje Don 6 in 

x ^ ftnben , woburdj x* — B bitrdj 31 t^cit* 

, 3i :v.y . t , ’i\u n:r,. i 

bar wirb. ' . , . . .j s :| •: 

^ier iß affo 25 bie ndd)ß f leinene duabratjaf/ 
mithin tn = g ; feiglidj n ™ 1 1. 

9 tun ift 25 + 11 = 36; mithin 36-31 = 5 bet 
erße Sß&ertfy Don B» 



©ie 
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• \ 

2)tc übrigen fiinben fid) hadj 3Z° 4. nnb 5 affo : 

Gtrfter 3 Bertl) Von B = 5 

Jjicju abbtrt n + 2 ober = 13 

^weiter 3 ßertf; oon B = i£ „ 

Jjjicju abbirt n +^ !: ’ • =15 • iV 



Slbgejogen A ober * 31 

dritter 5 Bertfy von B ,= 2 ^ 

JjMeju abbirt n + 6 ' ''■■ ■si 17 •• 

Vierter SSSertfy von B =19 

^ieju ic» ' 19 



fünfter $ß>ertf; von B 

r*. v . / . . - r 

« x - , f , ; . 

©ed^öter ?S 5 ertJ> Von B 

, ‘ * . . » i. i 

* 1 ■ * < 

.. • 

Siebenter 3 Berti; von B 

.1 - ; 

• ' . f 

v ' 

Siebter 9 EBirtfy von B 

r •• 

__ * • * *• 
r *-z\ . 

m. Cb««, 



- 38 
' 31 

= 7 
21 






= 28 
. ^3 



21 

■ ! 21 



■ 29 

Vs 



45 

■-■21 



--•* 14 

S ----- 27 



3i 



p 1 



u 



Neunter 
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SZeunter ?ö 5 evtf) bon B 


. = 10 




, 39 
31 


gefynter SßSertf) bon B 

*- — 


■* s* 

11 


V 

. j • 


sä 


^e^nter 5 ßertfy bon B _ - 


,1 T B 
, 33 


1 


;v 41*. 

31 


Neunter 5Bertf> bon B 


= LQ 



. &c. 

, t h v . lt . . . 

$a l;ier bie 8/ io^ 14 tc. «nebenan 
jitm 33orftf)ein fommen, fo tfl alfo bie Operation bei 
bem jefyntcn 5 Bertl; 8 au6,unb eö finb nad^ 9 t °6 nur 

nodj i 2 / 2^ ä!z 4j 5 2 / ofcer 4' 9 / l6 > 25 
ötö ^Bertfye bon B ^ittjujufugen. Orbnet man ntttt 
bie gcfunbncti 15 SßJertfye, fo finb fie fotgenbe: 



5 öertf;e bon B 


B = 10 


B = 1 


B = 14 


B = 2 


B = 16 


B = 4 


B = iS 


B = 5 


B = 19 


B = 7 .ä . 


,B 5= 20 


B = 8 


B = 25 


‘ B =-9 


B = 28 


fofgtidlj finb fotgenbe 5<llte aufl&öbar 



X a -I 

3» 






Digitized by Google 



8 n H n & 307 



x 2 -i ^ x*-2 ^ x a -4 ^ x a ~5 ^ x a -7 ^ x a - 8 ^ 
31 31 31 31 31 31 

X 2 2^ x a — 10^ x 2 14^ X 2 16^ X 2 — 18 ^ 

31 31 31 31 31 

X 2 — 19 x 3 20 f x 2 — 25 ^ x 2 — 28 f ' 

31 31 31 31 

unauft&Sfcar fitib bctrtnad) 

x 2 — 3 x 2 — 6 x 2 — 11 x 2 — 12 x 2 — 13 

31 31 31 31 : • 31 

x 2 — 15 ^ x 2 — 17 x 2 — 21 ^ x 2 — 22 ^ x 2 — 23^ 

31 31 31 31 ■<; 31 

x 2 — 24^ x 2 — 26^ x 2 — 27^x 2 — 29 n k 2 — 30^ 

31 31 31 31 31 



93 c w c i f[. 

9 Ule $aten fttib in Slbftdjt auf bic >$al A fo, bag 
fic burd; A geteilt, entweber aufgcl;cn, ober 1 jum 
SReft taffen, ober 2* 3 :c. ober A - 1 ; fie laffen ft<$ 
alfo nebft ifjren £luabraten alfo borjMen : 



3«ten, 
nA 

nA ± 1 
nA + 2 
nA + 3 
nA + 4 

&c. 

nA + (A— 2) 
nA + (A-i) 



£Uabrate. 

n 2 A 2 

n 2 A 2 + 2 nA + 
n 2 A 2 + 4 nA + 



1 

4 

9 

16 



n 2 A 2 + 6 nA + 
n 2 A 2 + 8 nA + 

&c. 

n 2 A 2 + 2 nA (A— 2) + (A-2) 2 
n 2 A 2 ± 2 nA (A-i) + (A-i) 2 
U 2 ©efejt 
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©efegt affo, 16 fei) baö jenigc Cluabrat, baö un« 
mittelbar Heiner alö A ift, fo taffen alle, bon nA+ 1 
biö nA + 4 enthaltene iQuabrate, mit A geteilt, 
i, 4, 9 ober 16 gunt Ucberreft: heijfen btefe- Gua« 
brate bemnaef) ct, ß 2 , y 2 , cP, fo ift « 2 = m A + r, 
ß 2 = n A + 4, t*= p A + 9, <j 2 =qA + 16, mithin 

fll! = m, £l 4 =„, 2 ± 2 =pu n b £ü =q, 

A A A . A 

wo alfo ra, n, p unb q gange ^alen finb. 

$©aö fobann bie nach ( nA + 4 ) 2 fotgenben 
iQuabrate feetrift, fo finb ihre gwei erften ©lieber 
n 2 A 2 + 1 o nA tc. jeberjeit burd) A theilfear. 5 h rc 
legten ©lieber 25, 36, 49, 64 tc. aber alö bie £lua« 
brate ber natürlichen »Jalen , warfen nach ber Orb« 
nung ber ungeraben $ale» , unb ba fte, toon 25 an, 
alle > A , fo fbnneti fte gwar fümmtlich burch A 
geteilt werben , aber eö entftehen bei jeber ©ibtfton 
Ueberrefle, welche, gleich bcn>$alcn 2 5> 36,49,641c* 
in ebenberfelben Drbnung warfen. 9 D?an barf alfo 
um biefe Ucberreflc ju fi'nbcn, bie Teilung burch A 
nicht wirtlich bornehmen, fonbern eö ift genug, wenn 
man bie ber Orbmtng nach äu f etnanber folgcnben 
*Jalcn gutn erflett Uebcrrefte abbirt, unb jeberjeit, 
wenn bie Summe >> A ift, biefe legtere ©rbffe ba« 
toon abjiehet. 9 tun tft in bem gegebenen iBcifjnele 
25 baö legte Ouabrat, baö < A ift: mithin ift baö 
folgenbe = 5 2 + s ♦ 5 +1 = 25 + 11 = 36, unb 
bal;cr ber erfte SÖSertl) bon B = 36 - A = 5 u.f. w, 

9 luö ber hier gegebenen Sluflbfnng flehet man, 
baß bie fftage ob für ein gegebene^ B unb A ein x 

» x 2 -B 

gefunben werben t6nne, woburch _ einer gangen 

• ■ : A S«t 
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$al gteidj wirb , nur ein bcfoitbvet Jatl unfer$^)ro* 
bfemö ijt, inbem wir für ein bejtimmteö A, bevmits 
tetft einer immer eben fo einfachen, atö teidbten JKcdb« 
nung, attc 5 ißertl;e toon B, welche eine 2 tufl 6 fung 
m&glicf) machen, unb alle, wobei biefelbe unmbgtidj 
wirb, finben gelehrt Ijaben. 

5 öir fommeh nun gur gweiten 5 ra 3 e 5 3$ r ein 
gegebene** A unb B ein x in galten , 3 alcn gu finben, 

fo bafj eine gange gal wirb ? ^otgenbe g5ci 

A 

tradjjtungen werben tmd gur boltjtanbigfien Stuftb* 

fuitg biefeö ^robtemö fuhren : 5ßctm x ~ a eine 

b 

gange gal ifl, fo tft eö audE) 4 X 4 a ^ 9 X ~~9a 

J6x»-I6a ' ?5 *»- 25 a 1Ci 1£- . gj un 

b b * ; b 

immer gu einer gangen »Jul gemacht werben , [ weit 
x 3 - 1 = ( x + 1) (x + 1 ), unb bafjer fowot x + 1 
«tö audE) x — i ber ©rbffe b gleicf) gefegt werben 

fann], mithin taffen ftef) audE) / 9 ~ 1 ^ f 

b b 

1 6 (x 5 — i ) ' w ■ 

— A 1 :c. gu gangen >Jaten maetjen. 2lu$ bie* 

b 1 ' 

fen gang einfachen ^hrämiffen fliegt nun fotgenbe Wie* 
tt)obe, bie wir, befto grbfferer 2)euttid)£eit wegen, 
fogleidt; an einem S 3 eifpielc bartt;un wetten. 

s fotl baöjenige x fi'nben , baö fo i(t, bafl 
— ^ ^ 1 9 einer gangen 3«t gleici) wirb. 

It 3 SÜtan 
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9Jlan verfertige folgenbe Tabelle : 



4 

9 

16 

*5 

36 

49 

64 

81 



x*-i 




x 2 -i 


31 




3i 


4 x 2 -4 




(x 1 ) 2 — 2 2 


3i 




31 


9X 2 -9 




c*iy-3* 


3i 




31 


i6x*-i6 




(x m ) a -4 z 


3t 




3 1 


ä5x 2 -25 




(x iv ) 2 -5* 


3i 




3 1 


36x s -36 


, 


(x v ) 2 -5 . T 


3i 




3 1 , 


49X s -49 




(x v, ) 2 -i8 _ T 


3i 




3 1 


64x 2 -Ö4 


^ ^ ^ t 


(x VI1 ) 2 - a _ 


3i 




3i 


8ix 2 -8i 


, , 


(x vnI ) 2 — 19 _ a 


3i 




31 



100 



Sn bie crfte Kolonne fcf e man bie üuabrate bcr 
natürlichen ^afen ; 1, 4, 9, 16 :c.; in bte jweite 
baö Probutt jebeS biefer üuabrate , $. 93. Von 9 in 

2 ' j 

x / (worauf alfo für biefen 9 * ~ 9 _ ent? 

31 

bringt)* 



3* 
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ioox g -ioo (x IX ) g - 7 _ ^ 

3i “ 3i 

I2IX -121 (X A ) -28 _ g 

31 77 - “ ‘ ■>. 

r 44 x g - i 44 _ (x xl ) g -2o _ ^ 

3 1 ~~~ 3 1 

i 69 X g -i 69 (x xi1 ) 3 -i 4 

3 1 ~ 3i 

I96x g ~9i6 (x XII1 ) 2 -io _ ß 

3i ~ 3i 

225x g -225 (x xlv )--8 _ ? 

31 ~ 3i 

S57x g -256 _ (x xv ) g - 8 J g 

3i ~~ 3i 

fpritigt), 2)ie britte Kolonne ifl mit ber jweiten 
gleich, nur ba$ ftatt 9X g , i6x g :c. ein einiger 
^öud£>fta&e gcfejt, «nb öon 36 an , jebcö jweitc ©lieb 
«16 36 49, 64 ic. wirflid) mit 31 btoibirt werben. 
£)iefe Kolonnen fe§e man nun fo weit fort, biö bie 
»$al B, alfo l;ier 19, entweber wirElidj gum 23 ors 
fdjein Eommt, (wie f;ier in ber neunten 9 \eil;c) ober 
biö in jwei auf cinanber folgenbett £Reil;cn ebcnbaffcl* 
be B ( wie l;ier in ben jwei Icjtcn SRcil;cn ) erfdjeint, 
welcfyeö nad; bem oben erwiefenen ©afe immer ge? 
fdjcfyen mufj. 

9ttan fielet atfo bei x 19 liiert nur, bafl 

31 

U 4 biefer 

* . • , 



121 

144 

169 

196 

225 

256 






)Oglc 




